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Α                                          Βασική αρχή της Μετρολογίας 
 

∆ολικό = ∆οργάνου + ∆τυχαίο 
 

(Οι δύο όροι σφάλµατος είναι ανεξάρτητοί και προσδιορίζονται χωριστά, θεωρώντας τον άλλο µηδέν) 
 

Β: Μετρήσεις µε καλή επαναληψιµότητα των αποτελεσµάτων 

Σε άµεσες µετρήσεις µε καλή επαναληψιµότητα των αποτελεσµάτων ai, όπου η τυπική απόκλιση των 

αποτελεσµάτων είναι πολύ µικρότερη του σφάλµατος του οργάνου, (σ << ∆οργ), ως τιµή του µετρούµενου 

µεγέθους σηµειώνεται η ένδειξη του οργάνου a, ενώ το σφάλµα µέτρησης καθορίζεται από το σφάλµα 

του οργάνου, ∆οργ, που σε εγγυηµένη µορφή δηλώνεται από την κατασκευάστρια εταιρεία.  
 

Γ:  Γενικός ορισµός του σφάλµατος  
Όπως και στα σφάλµατα των Εφαρµοσµένων Μαθηµατικών, η παράσταση του αποτελέσµατος ως  

Α = a ± εa παριστάνει τη διπλή ανισότητα a − εa ≤ Α ≤ a + εa, όπου Α είναι η πραγµατική τιµή, ενώ η εa 

είναι το εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος. Εποµένως, η πραγµατική τιµή Α βρίσκεται ‘‘κάπου’’ εντός του 

διαστήµατος a ± εa (βλ. Σχ. 1). 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Σχήµα 1. Γενικός ορισµός του σφάλµατος. 

 

∆: Μετρήσεις µε κακή επαναληψιµότητα των αποτελεσµάτων 
Σε µετρήσεις µε κακή επαναληψιµότητα των αποτελεσµάτων ai, µε τυπική απόκλιση σ,  

(σ ≥ ∆οργ), ως τιµή του µετρούµενου µεγέθους σηµειώνεται ο µέσος όρος των ai, (ā), ενώ στο εγγυηµένο 

διάστηµα σφάλµατος του οργάνου (∆οργ) προστίθεται και η αβεβαιότητα της µέσης τιµής:   

1.  Για µεγάλα n (n ≥ 200) και Ρ ≥ 99,7 %,     Α = ā ± (∆οργ + 3σµ), όπου σµ - τυπικό σφάλµα, που  
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==== , όταν η πραγµατική τιµή Α είναι γνωστή. 

 

2.  Για µικρά n (3 < n < 10) και Ρ ≥ 99,7 %,   Α = ā ± (∆οργ + tn,pσµ), tn,p - συντελεστής Student. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Σχήµα 2. Εικόνα ενός έντονα θορυβουµένου ηλεκτρικού σήµατος στο καταγραφικό του υπολογιστή. 

 

 

 

Περίληψη των Συµπληρωµατικών σηµειώσεων προς τον εργαστηριακό οδηγό (σφάλµα απλής µέτρησης, 

µετρητικών οργάνων, προσεγγιστικών αριθµών εν γένει, κ.λπ.), Β. Πεόγλος. 

 

Περιοχή εγγυηµένου διαστήµατος 

              σφάλµατος:  ± εa 

     Σφάλµα ή  

ακριβές σφάλµα ∆a 

Τιµές a 

a – εa 

Αποτέλεσµα µέτρησης: a Α: πραγµατική τιµή 

∆a 

0 a + εa 

εa: διάστηµα που δηλώνουµε  
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Σύνοψη των κυριότερων αποτελεσµάτων 
 

1. Σε άµεσες µετρήσεις µε αναλογικά και ψηφιακά όργανα:  

Έστω ότι η πραγµατική τιµή κάποιου αµετάβλητου στο χρόνο µεγέθους είναι Α, ενώ ο 

υπολογισµός ή η µέτρησή του έδωσε την τιµή a. Συνήθως, a ≠ Α. 

 

1.1. Το διάστηµα ± εa, γύρο από την τιµή a, εντός του οποίου µε σιγουριά 100 % βρίσκεται η 

πραγµατική τιµή Α ορίζεται ως εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος (σελ. 12). 

 

1.2. Πίσω από τη συµβολική παράσταση του αποτελέσµατος µέτρησης, Α = a ± εa, κρύβονται οι 

2 βασικές ανισότητες της Θεωρίας Σφαλµάτων:  
 

a − εa ≤ Α ≤ a + εa, (σελ. 12). 
 

2. Στους αναλογικούς µετρητές το εγγυηµένα διάστηµα σφάλµατος δηλώνεται από την 

κατασκευάστρια εταιρεία, συνήθως σε κωδικοποιηµένη µορφή. Το ‘‘σφάλµα’’ αυτό 

επεκτείνεται σε όλη την κλίµακα του οργάνου, προκαλώντας µείωση της ακρίβειας (µεγάλο 

σχετικό σφάλµα) σε µικρές τιµές της κλίµακας (σελ. 15). Η εγγύηση ακρίβειας διαρκεί 2 έτη, 

µετά το πέρας των οποίων ο µετρητής πρέπει να διακριβωθεί εκ’ νέου. 

 

2.1. Στους αναλογικούς µετρητές η ένδειξη στρογγυλοποιείται (ψηφιοποιείται, σηµειώνεται η 

κοντινότερη χαρακιά), µε βήµα ψ/2, όπου ψ είναι η τιµή της ελάχιστης υποδιαίρεσης της 

κλίµακάς του. Κλάσµατα µικρότερα της ψ/2 δεν σηµειώνονται στην τιµή. Η πρακτική αυτή 

δηµιουργεί το λεγόµενο σφάλµα ανάγνωσης, άνω όριο του οποίου είναι ψ/2 (σελ. 15). 

 

2.2. Στα αναλογικά όργανα, το σφάλµα οργάνου έχει 2 συνιστώσες: το σφάλµα ανάγνωσης (ψ/2) 

και το κύριο σφάλµα του µετρητή, ψ/2 και αυτό. Σε µία τυχαία θέση του δείκτη  

(Σχ. 3α), το εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος είναι  

 

εa = εκυρ + εαν = ψ/2 + ψ/2 = ψ. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Σχήµα 3. Σφάλµα του αναλογικού οργάνου και ανάγνωση της ένδειξης µε στρογγυλοποίηση. 

 

 

Όταν, όµως, το σφάλµα ανάγνωσης είναι 0 (εαν = 0), δηλαδή ο δείκτης βρίσκεται πάνω από τη 

χαρακιά ‘‘ακριβώς’’ (Σχ. 3β), ή στη µέση (Σχ. 3γ), όπου αδυνατούµε να επιλέξουµε την 

κοντινότερη χαρακιά, τότε στο σφάλµα συµβάλει µόνο το κύριο σφάλµα του οργάνου: 
 

εa = εκυρ + 0 = ψ/2. 
 

2.3.  Συνήθως, εοργ = ψ. Στα όργανα όπου εοργ ≠ ψ, το σφάλµα οργάνου προσδιορίζεται από το 

γινόµενο βΖmax, όπου β είναι η κατηγορία του οργάνου (Class β) και Ζmax είναι η µέγιστη τιµή 

της κλίµακάς του. 

Basic accuracy 1 % (α = 1 %) 

         α = 0,5ψ/Ζmax 

 

         U = 39 ± 1 (V) 

 

εu = εκυρ + εαν = ψ/2 + ψ/2 = ψ 

 

(α) 

 40            45            50 V 

            Div = 1 V 

            ψ = 1 V 

 

U = 47,0 ± 0,5 (V) 

 

         εκυρ + εαν = ψ/2 + 0 = ψ/2 

 

(β) 

 40            45            50 V  40            45            50 V 

 Class 2 (β = 2 %)  

        β = ψ/Ζmax 

 

U = 49,5 ± 0,5 (V) 

 

εu = εκυρ + εαν = ψ/2 + 0 = ψ/2 

 

(γ) 
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3. Στα ψηφιακά όργανα το σφάλµα ανάγνωσης είναι µηδέν. Η ολίσθηση του µηδενός ελέγχεται 

(εξουδετερώνεται) ηλεκτρονικά, πριν από κάθε κύκλο µέτρησης που διαρκεί 0,33 s. Το κύριο 

σφάλµα ή το εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος του ψηφιακού οργάνου δηλώνεται στο 

συνοδευτικό βιβλιαράκι και συνήθως η δήλωση έχει τη µορφή: 
 

Accuracy: γ (%) + hr, 
 

όπου r είναι διακριτική ικανότητα (resolution) της επιλεγµένης κλίµακας ή η µονάδα της 

τελευταίας δεκαδικής τάξης της παριστάµενης στην ψηφιακή οθόνη τιµής, ενώ το γινόµενο hr 

είναι το άνω όριο του υπολοίπου της αυτόµατης ρύθµισης του µηδενός.  

        Το εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος του ψηφιακού οργάνου υπολογίζεται από τη σχέση: 
 

εa = aγ + hr, 
όπου a είναι η ένδειξή του.  

        Ωστόσο η µέτρηση της µεταβολής του σήµατος κατά ∆a (∆a = a2 – a1), γίνεται µε 

εγγυηµένο διάστηµα  

ε∆a = γ∆a, 
 

το οποίο είναι απαλλαγµένο από τον όρο hr, καθώς ο όρος αυτός έχει ίδια τιµή και πρόσηµο στις 

τιµές a2 και a1. Στην περίπτωση αυτή τα σφάλµατα αφαιρούνται όπως και οι 2 τιµές, δηλαδή 

αλγεβρικά: 

ε∆a = (a2γ + hr) – (a1γ + hr) = γ∆a. 
 

        Όταν οι µεταβολές της ένδειξης a είναι πολύ µικρές (γ∆a < r), το γινόµενο γ∆a αγνοείται, 

ενώ για εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος της µεταβολής ∆a σηµειώνεται η τιµής της διακριτικής 

ικανότητας r (σελ. 18): 

ε∆a = r. 
 

4. ∆ιάδοση των σφαλµάτων σε µετρήσεις µε καλή επαναληψιµότητα των αποτελεσµάτων 
 

Έστω, ότι οι τιµές a και b µετρήθηκαν άµεσα, µε σταθερές ενδείξεις των οργάνων και εγγυηµένα 

διαστήµατα σφαλµάτων εa και εb, αντίστοιχα. Σε έµµεσες µετρήσεις, όπου οι τιµές και τα 

πρόσηµα των ακριβή σφαλµάτων ∆a και ∆b είναι άγνωστα: 

 

4.1. Στην πρόσθεση και αφαίρεση δύο προσεγγιστικών αριθµών, u = a ± b, προκειµένου το 

διάστηµα σφάλµατος να είναι εγγυηµένο, τα εγγυηµένα διαστήµατα εa και εb τα προσθέτουν 

αριθµητικά:  

εu = εa+ εb, (σελ. 76). 

 

4.2. Στον πολλαπλασιασµό δύο προσεγγιστικών αριθµών, u = ab, το εγγυηµένο διάστηµα 

σφάλµατος, εu, υπολογίζεται από τη σχέση  
 

ab εbεauε +=  (σελ. 77). 

 

4.3. Στη διαίρεση δύο προσεγγιστικών αριθµών, u = a/b, το εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος, εu, 

υπολογίζεται από τη σχέση  

2
b

εbεa
ε

ab

u

+
=  (σελ. 77). 

 

4.4  Για το σχετικό σφάλµατα, δu, γινοµένου και διαίρεσης, ισχύει η σχέση  
 

δu = δa + δb,    όπου    
bau

b
b

a
a

u
u

ε
δ

ε
δ

ε
δ === και, (σελ. 25). 

 

 



4 

 

Εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος και τυπικό σφάλµα µ.τ. µερικών συναρτήσεων (σε. 102) 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Συνάρτηση u 

 

Εγγυηµένο διάστηµα 

σφάλµατος εu 

 

Τυπικό σφάλµα σµ της 

µέσης τιµής µε πιθανότητα 

κάλυψης  68,27 % (n = ∞) 

 

Πρόσθεση 

u = x+ y 

 

εu  = εx + εy 

 

(σu)
2
 = (σx)

2
 + (σy)

2
 

 

∆ιαφορά 

u = x – y 

 

εu  = εx + εy 

 

(σu)
2
 = (σx)

2
 + (σy)

2
 

 

Γενικά 

u = αx ± βy ± γz ± 

 

εu  = αεx + βεy + γεz + 

 

(σu)
2
 = (ασx) 

2
+ (βσy) 

2
+ (γσz) 

2
 

 

Πολλαπλασιασµός µε 

σταθερά 

u = k x 

 

εu  = k εx 

 

σu = kσx 

 

∆ύναµη 

u = x
n 

 

εu  = nx
n-1 εx 

 

σu =nx
n-1σx 

 

Γινόµενο 

u = xy 

 

δu = δx + δy, 

όπου δ είναι το σχετικό 

σφάλµα 

 

(δu)
2
 = (δx)

2
 + (δy)

2
, 

όπου δ είναι το σχετικό σφάλµα 

 

Πηλίκο 

u = x/y 

 

         δu = δx + δy, 

όπου δ είναι το σχετικό 

σφάλµα 

 

(δu)
2
 = (δx)

2
 + (δy)

2
, 

όπου δ είναι το σχετικό σφάλµα 

 

Γινόµενο δυνάµεων 

u = x
 α 

y
 β 

z
 γ
… 

 

δu = αδx + βδy + γδz +, 

όπου δ είναι το σχετικό 

σφάλµα 

 

(δu)
2
 = (αδx)

2
+ (βδy)

2
+ (γδz)

2
, 

όπου δ είναι το σχετικό σφάλµα 

 

Εκθετικό 

u = e
αx

 

 

       εu  = αe
αx

 εx 

 

σu =αe
αx

 σx 

 

Ηµίτονο 

u = αsin(βx) 

 

  εu  = αβcos (βx)εx 

 

σu = αβcos(βx)σx 

 

Συνηµίτονο 

u = αcos(βx) 

 

  εu  = αβsin (βx)εx 

 

 

σu = αβsin(βx)σx 

 

 

Συνάρτηση πολλών 

µεταβλητών 

u = f(x, y, z.. ) 

 

+
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όπου 
 

X = x ± εx, Y = y ± εy, …. 
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5. Στη συνάρτηση f(x1, x2, x3,, … xn) προσεγγιστικών µεταβλητών xi, που µετρήθηκαν άµεσα, µε 

εγγυηµένα σφάλµατα εi, το εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος της f υπολογίζεται από τη σχέση  
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 (σελ. 78). 

 

6. ∆ιαφορική µέθοδος µέτρησης. Σε µικρές τιµές της κλίµακας του οργάνου, όπως, για 

παράδειγµα, z ≈ 0,1Zmax, η ακρίβεια µέτρησης είναι µικρή, η οποία, όµως, σε διαφορικές 

µετρήσεις µπορεί να βελτιωθεί (σελ. 36).  

        Στη διαφορική µέθοδο η βασική µέτρηση συµπληρώνεται µε µία βοηθητική, που είναι 2 

φορές µικρότερη. Παρότι η ακρίβεια της βοηθητικής µέτρησης είναι ακόµη χαµηλότερη, στις 

διαφορές των 2 τιµών τα σφάλµατα είναι µικρότερα, καθώς εδώ αποβάλλονται µερικά βασικά 

σφάλµατα των οργάνων. 
 

7. Σε άµεσες µετρήσεις µε κακή επαναληψιµότητα των αποτελεσµάτων ai (τυχαίες τιµές): 
 

7.1. Όλες οι µαθηµατικές σχέσεις που βλέπουµε στον εργαστηριακό οδηγό αναφέρονται για  

n ≥ 200 (!), οι οποίες µπορούν να εφαρµοστούν και σε µικρά n (3 < n < 10), αλλά τότε το 

σφάλµα της µέσης τιµής (τυπικό σφάλµα) έχει απροσδιόριστη (άγνωστη) πιθανότητα κάλυψης. 
 

7.2  Σε έµµεσες µετρήσεις της y, όπου η y είναι συνάρτηση n ανεξάρτητων τυχαίων µεταβλητών 

x1,  x2, x3, .. xn, που µετρήθηκαν άµεσα, µε τυπικά σφάλµατα σ1, σ2, σ3, ... σn, το τυπικό σφάλµα 

της y υπολογίζεται από τη σχέση  
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η οποία µπορεί να εφαρµοστεί για οποιαδήποτε συνάρτηση κατανοµής των σφαλµάτων. 

       Όταν κάποια τυπικά σφάλµα είναι αλληλοεξαρτώµενα και συσχετισµένα µεταξύ τους, τότε 

η υπόριζη παράσταση πρέπει να συµπληρώνεται µε όρους τύπου  
 

ji
ji

ij σσ
x
y

x
y

r ∂
∂⋅∂

∂
2 , 

 

       όπου rij είναι ο συντελεστής συσχέτισης των δύο εξαρτώµενων σφαλµάτων. 
 

7.3. Σε µικρές τιµές του n (3 < n < 10) και άγνωστη την πραγµατική τιµή, το τυπικό σφάλµα, σµ, 

υπολογίζεται από τη σχέση 

( )
)1(

2

−
=

∑ −
nn

aai
µσ , 

 

ενώ για να αποκτήσει αυτό µία συγκεκριµένη πιθανότητα κάλυψης Ρ, η ποσότητα σµ πρέπει να 

πολλαπλασιαστεί στον κατάλληλο συντελεστή Student tn,p (Πίνακας 5, σελ. 104). 

       Σε άµεσες µετρήσεις µε κακή επαναληψιµότητα των αποτελεσµάτων ai, όπου σ ≥ ∆οργ, στο 

σφάλµα οργάνου προστίθεται η αβεβαιότητα της µέσης τιµής (3σµ ή tn,pσµ).  
 

7.4. Για µεγάλα n (n ≥ 200) και Ρ ≥ 99,7 %, το αποτέλεσµα µέτρησης το παρουσιάζουµε σε 

µορφή: 

Α = ā ± (εοργ + 3σµ),   Ρ ≥ %99,7 %. 
 

7.4.1. Για µικρά n (3 < n < 10) και Ρ ≥ 99,7 %, το αποτέλεσµα µέτρησης το παρουσιάζουµε σε 

µορφή: 

Α = ā ± (εοργ + tn,pσµ),   n = (…),    Ρ ≥ %99,7 %, 
 

όπου tn,p είναι ο συντελεστής Student (βλ. Πίνακα συντελεστών Student).  
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Πίνακας συντελεστών Student (σελ. 104) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

8.  Ενιαία (ίδια) πιθανότητα κάλυψης των τυπικών σφαλµάτων 
       Σε µία έµµεση µέτρηση, όπου συµµετέχουν προσεγγιστικά µεγέθη µε διαφορετική 

πιθανότητα κάλυψης του σφάλµατος της µέσης τιµής (διαφορετικά confidence level), πριν 

υπολογιστεί το σφάλµα της σχέσης, τα σφάλµατα πρέπει να αποκτήσουν ενιαία (ίδια) πιθανότητα 

κάλυψης (σελ. 35). 

 

9.  Μέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων σε συνάρτηση τύπου y = Α + Bx 
 

9.1. Όταν οι τιµές yi παρουσιάζουν διασπορά µε τυπική απόκλιση σy, ο πειραµατικός 

προσδιορισµός των σταθερών Α και Β της γραµµικής σχέσης y = Α + Bx γίνεται µε τη µέθοδο 

των ελαχίστων τετραγώνων. Αν η διασπορά στις τιµές των xi είναι µηδέν, δηλαδή σx = 0, οι 

σταθερές a και b της βέλτιστης πειραµατικής ευθείας y = a + bx (όχι της πραγµατικής) 

υπολογίζονται όπως στον εργαστηριακό οδηγό: 

 

( )22

2 )() )()( (

∑−∑
∑ ∑∑×∑ ×−

=
i

iiii

xxn

yxxxy
a

i

i ,          
( )22

)()(

∑−∑
∑ ∑×−∑=

ii

iiii

xxn

yxyxn
b . 

 

 

    

               Ρ 

 

 

   n  

50 % 

 

68,27 % 
(1σ) 

  

95,45 % 
(2σ) 

 

   

99 % 

 

99,73 % 
(3σ) 

 

99,9 % 

2 1,000 1,84 13,97 63,66 235,8 636,6 

3 0,916 1,32 4,53 8,92 19,21 31,60 

4 0,765 1,20 3,31 5,84 9,22 12,94 

5 0,741 1,14 2,87 4,60 6,62 8,610 

6 0,727 1,11 2,65 4,03 5,51 6,859 

7 0,718 1,09 2,52 3,71 4,90 5,959 

8 0,711 1,08 2,43 3,50 4,53 5,405 

9 0,706 1,07 2,37 3,36 4,28 5,041 

10 0,703 1,06 2,32 3,25 4,09 4,781 

11 0,700 1,05 2,28 3,17 3,96 4,587 

12 0,697 1,05 2,25 3,11 3,85 4,487 

13 0,695 1,04 2,23 3,05 3,76 4,138 

14 0,694 1,04 2,21 3,01 3,69 4,221 

15 0,692 1,04 2,20 2,98 3,64 4,140 

16 0,691 1,03 2,18 2,95 3,59 4,073 

17 0,690 1,03 2,17 2,92 3,54 4,015 

18 0,689 1,03 2,16 2,90 3,51 3,965 

19 0,688 1,03 2,15 2,88 3,48 3,922 

20 0,688 1,03 2,14 2,86 3,45 3,883 

21 0,687 1,03 2,13 2,85 3,42 3,850 

25 0,685 1,02 2,11 2,79 3,33 3,745 

30 0,683 1,02 2,09 2,75 3,27 3,659 

35 ……. 1,01 2,07 2,72 3,23 …….. 

40 ……. 1,01 2,06 2,70 3,20 ……. 

45 ……. 1,01 2,06 2,69 3,18 ……. 

50 ……. 1,01 2,05 2,68 3,16 ……. 

100 ……. 1,005 2,05 2,63 3,007 ……. 

∞ 0,674 1,000 2,000 2,576 3,000 3,291 
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        Σε µετρήσεις όπου στις τιµές των yi παρατηρείται σταθερή διασπορά, (ίδιες γκαουσιανές 

στο Σχ. 4, δηλαδή σy = σταθ), οι παράµετροι a και b της βέλτιστης ευθείας έχουν τυχαίο 

χαρακτήρα, καθώς µία επανάληψη του πειράµατος θα οδηγήσει σε λίγο διαφορετικές τιµές των 

a και b. Συνεπώς οι σταθερές a και b της βέλτιστης ευθείας δεν ταυτίζονται µε τις πραγµατικές 

τιµές Α και Β της πραγµατικής ευθείας y = A+Bx.  

        Καθώς ο αριθµός των πειραµατικών σηµείων δεν µπορεί να είναι µεγάλος, στο µοντέλο της 

µεθόδου, προκειµένου να βρεθούν οι σταθερές Α και Β της πραγµατικής ευθείας, θεωρείται ότι 

το πείραµα επαναλαµβάνεται k φορές, υπολογίζονται οι παράµετροί των ak και bk των k ευθειών, 

ενώ οι τιµές Α και Β υπολογίζονται ως µέσοι όροι των ak και bk, αντίστοιχα (Σχ.4). Εδώ ο 

αριθµός k µπορεί να είναι µεγάλος, πολύ µεγάλος ή άπειρος. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Σχήµα 4. Μοντέλο της µεθόδου των ελαχίστων τετραγώνων 

 
 

        Η διασπορά των τιµών yi µε τυπική απόκλιση σy, προκαλεί διασπορά και στις τιµές των bk 

και ak, των k βέλτιστων ευθειών. Θεωρώντας ότι σε όλα τα σηµεία των xi η τυπική απόκλιση 

των yi είναι ίδια (σy = σταθ), όπως επίσης και ότι η διασπορά των τιµών xi είναι µηδέν (σx = 0), 

για τα τετράγωνα των τυπικών αποκλίσεων σb
2
 και σa

2
 οι σχετικοί υπολογισµοί (σελ. 73) 

οδηγούν στις σχέσεις 
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όπου η παράµετρος σy των τυχαίων τιµών yi µπορεί να µετρηθεί σε κάποιο σηµείο xi, µετρώντας 

το yi πολλές φορές. Ωστόσο, προτιµάται η τυπική απόκλιση σy να υπολογίζεται µε άλλον τρόπο, 

που είναι βολικότερος. Έτσι, στο βαθµό που σy = σταθ, η τυπική απόκλιση σy µπορεί να 

υπολογιστεί και από τις αποκλίσεις των yi από τη βέλτιστη ευθεία, δηλαδή τις διαφορές  

di = yi – a – bxi, αξιοποιώντας τη σχέση για την τυπική απόκλιση: 
 

( )
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( )22

1
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1
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≈ ==

n

bxay

n

d

σ
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i
ii

n
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y , 

 

η οποία µε καλή προσέγγιση αποδίδει την τιµή της σy. 

        Τις σχέσεις για τις τυπικές αποκλίσεις σb
2
 και σa

2
, αλλά σε λίγο διαφορετική µορφή τις  

Η πραγµατική ευθεία  

y = Α + Βx 

y 

x 

yk = ak+bkx, είναι η  k – οστή βέλτιστη ευθεία 

Κατανοµή των y 

µε παράµετρο σy 

Τα πειραµατικά 

σηµεία της k – οστής 

βέλτιστης ευθείας 

A 

ak 

a

Κατανοµή  των a  

µε παράµετρο σa 
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βλέπουµε και στον εργαστηριακό οδηγό. Ωστόσο, άβολα προτείνεται η σειρά υπολογισµού της 

σb
2
, δηλαδή µέσω της σa

2
, που συνήθως δεν ενδιαφέρει. Εντωµεταξύ, από την πρώτη σχέση η 

παράµετρος σb
2
 µπορεί να υπολογιστεί άµεσα. 

        Καθώς ο προσδιορισµός των παραµέτρων της βέλτιστης ευθείας γίνεται µόνο σε ένα 

πείραµα, οι σταθερές a και b της βέλτιστης ευθείας, είναι τυχαίες, προσεγγίζουν τις πραγµατικές 

τιµές µε µία ορισµένη πιθανότητα κάλυψης, δηλαδή εµπεριέχουν µία αβεβαιότητα, η οποία 

εξαρτάται από τη διασπορά των τιµών yi, δηλαδή την σy, αλλά και την πιθανότητα µε την οποία 

αυτή η παράµετρος καλύπτεται, όταν ο αριθµός των πειραµατικών σηµείων, n, είναι σχετικά 

µικρός (βλ. τους συντελεστές Student, όπως και το ολικό σφάλµα στην τιµή της κλίσης). 

 

9.2. Τυπική απόκλιση της κλίσης σε πειράµατα όπου σy ≠ σταθερά 
 

Σε πολλά πειράµατα, στoν προτεινόµεναo τρόπο γραµµικοποίησης της σχέσης, δεν τηρείται ο 

όρος σy = σταθερά, όπως, για παράδειγµα, στην Άσκηση 4, µε επιλογές: x = R
2
 και y = T

 2
/4π. 

Στην επιλογή x = R
2
, τηρείται όρος σx = 0, αλλά δεν τηρείται ο όρος σy = σταθερά, στην επιλογή 

y = T
 2

/4π, καθώς, σy = (∂y/∂T) σT = (2Τ/4π)σT, όπου εδώ σταθερός όρος είναι µόνο ο όρος σT, 

δηλαδή η τυπική απόκλιση στις µετρήσεις του χρόνου. Βλέπουµε ότι εδώ η σy είναι ανάλογη του 

Τ. Συνεπώς, η σχέση για τη σ
2

y που βλέπουµε στον εργαστηριακό οδηγό, αλλά και σε αυτές τις 

σηµειώσεις, είναι αδύνατο να εφαρµοστούν. 

        Σε περιπτώσεις όπου σy ≠ σταθερά, η τυπική απόκλιση στην κλίση υπολογίζεται από τη 

γενική σχέση για τη συνάρτηση πολλών τυχαίων µεταβλητών. 

        Καθώς b = b(y1,  y2,  y3  y4 ……..yn), για την τυπική απόκλιση των yi ισχύει σχέση: 
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όπου οι παράγωγοι στις παρενθέσεις µπορούν να υπολογιστούν από τη σχέση για την κλίση b 
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όπου τον παρανοµαστή στη σχέση της b τον συµβολίσαµε D. 

        Η αντικατάστασή των µερικών παραγώγων στη γενική σχέση δίνει τελικά: 
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Προφανώς, εδώ είναι περιττός ο υπολογισµός των di, ενώ ο υπολογισµός του σ
2
y γίνεται άµεσα 

από τον παραπάνω γενικό τύπο, ο οποίος εξειδικεύεται σε κάθε περίπτωση. 

        Συγκεκριµένα, στην Άσκηση 4, µε επιλογές x = R
2
 και y = T

 2
/4π, όπου  

 

σyi  = (∂y/∂T)σT = (2Τi/4π)σT, 
 

η γενική σχέση 
 

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

D
.........

DD

yn

n

1i

iny

n

1i

iy

n

1i

i

b

σxnxσxnxσxnx

σ








−−−−

++++








−−−−

++++








−−−−

====
∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑
============ , 

 

αποκτά τη µορφή: 
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Καθώς τα yi υπακούουν σε µία γραµµική σχέση, στην παραπάνω παράσταση µπορούν να 

αντικατασταθούν µε τη µέση τους τιµή: 
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Η αντικατάσταση αυτή δίνει: 
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όπου σT είναι η τυπική απόκλιση στη µέτρηση των χρόνων Τi.  

        Για παράδειγµα, αν το εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος στις 10 περιόδους είναι 0,1 s, τότε 

της µίας περιόδου είναι 0,01 s.Για τη σT µπορούµε να θέσουµε το 1/3 των 0,01 s και να 

θεωρήσουµε ότι το µέγεθος αυτό καλύπτεται µε πιθανότητα 68,3 % (πιθανότητα κάλυψης του 

ενός σ). Τελικά, στην παραπάνω σχέση: σT = 0,0033 s. 

        Σε καταστάσεις όπου σy1 = σy2 =σy3= … σyn = σταθ, η σχέση για τη σ2
y αποκτά τη γνώριµη 

µορφή που βλέπουµε στον εργαστηριακό οδηγό, αλλά και σε αυτές τις σηµειώσεις: 
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




−−−−

++++








−−−−

++++








−−−−

====
∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑
====================

 

 

10. Σφάλµα στην κλίση που οφείλεται στα σφάλµατα των 2 µετρητών (σy = 0, σy = 0) 
 

10.1. Σφάλµα στην κλίση σε µετρήσεις µε δύο ψηφιακούς µετρητές: 
 

)( xyοργ γγb b ++++±±±±====∆ ,  

 

όπου το b υπολογίζεται µε τη µέθοδο των ελ. τετραγώνων.  (σελ. 46). 
 

ενώ οι όροι γy και γx είναι τα ποσοστιαία σφάλµατα των 2 ψηφιακών µετρητών: 
 

Accuracy x: γx (%) + hxrx       και      Accuracy y: γy (%) + hyry, 
 

Εδώ το σφάλµα στην κλίση (∆bοργ) είναι απαλλαγµένο από τους σταθερούς όρους hxrx και hyry. 

 

10.2. Σφάλµα στην κλίση σε µετρήσεις µε δύο αναλογικούς µετρητές (σx = σy = 0) 
 









−−−−

++++
−−−−

±±±±====







−−−−

++++
−−−−

±±±±====
)()()(

2

)(

2

1111 xx

ψ

yy

ψ
b

xx

δx

yy

δy
bb

n

x

n

y

n

αν

n

αν
οργ∆ ,  

 

όπου η κλίση b υπολογίζεται µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων (σελ. 51). 

        Στην περίπτωση αυτή το σφάλµα στην κλίση (∆bοργ) είναι απαλλαγµένο από το κύριο 

σφάλµα του µετρητή των xi, όπως και το κύριο σφάλµα του µετρητή των yi. 



10 

 

10.3. Σε µικτές καταστάσεις, δηλαδή όταν ο ένας µετρητής είναι ψηφιακός, στην παραπάνω 

σχέση ο αντίστοιχος όρος αντικαθίσταται µε το ποσοστιαίο σφάλµα του ψηφιακού οργάνου.  

Για παράδειγµα, όταν ο µετρητής των yi είναι ψηφιακός, η παραπάνω σχέση γίνεται: 
 









−−−−

++++±±±±====







−−−−

++++±±±±====
11

2

xx

ψ
γb

xx

δx
γb b

n

x
y

n

αν
yοργ∆ , (σελ. 58). 

 

        Εδώ το σφάλµα στην κλίση (∆bοργ) είναι απαλλαγµένο από το σταθερό όρο hyry του 

ψηφιακού µετρητή των yi, όπως και από το κύριο σφάλµα του αναλογικού µετρητή των xi.  

 

11. Ολικό σφάλµα στην κλίση όταν η επαναληψιµότητα των τιµών yi είναι κακή  

(σy = σταθ, οι 2 µετρητές: ψηφιακοί) 
 

)2((
)(

2

22ο
) −−−−

∑∑∑∑××××
−−−−

××××++++++++====
∑∑∑∑∑∑∑∑

++++====
n

d

xxn

n
tγγbbbb i

ii

pn,yxτυχοργλικο ∆∆∆ , Ρ ≥ %99,7 %  (σελ. 50), 

 

όπου η κλίση b υπολογίζεται µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων, tn,p είναι ο συντελεστής 

Student, di = yi – a – bxi, ενώ οι όροι γy και γx είναι τα ποσοστιαία σφάλµατα των 2 ψηφιακών 

µετρητών.  

 

12.  Μέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων σε συνάρτηση τύπου y = Bx (σy = σταθ, σx = 0)  
(οι 2 µετρητές - ψηφιακοί) 

 

Η κλίση της βέλτιστης πειραµατικής ευθείας y = bx υπολογίζεται από τη σχέση 
 

∑
∑

=
2
i

ii

x

yx
b  (σελ. 64), 

 

ενώ το τετράγωνο της τυπικής απόκλισης υπολογίζεται από τη σχέση 
 

∑∑∑∑
====

====
n

i

i

y

b

x

σ
σ

1

2

2

2 ,      όπου      (((( ))))
(((( ))))
(((( ))))11

1

2

1

2

2

−−−−

∑∑∑∑ −−−−
====

−−−−

∑∑∑∑
≈≈≈≈ ========

n

bxy

n

d

σ

n

i
ii

n

i
i

y . 

 

        Το ολικό σφάλµα στην κλίση της βέλτιστης ευθείας, υπολογίζεται από τον τύπο  
 

∑∑∑∑−−−−
∑∑∑∑××××++++++++====++++====

2

2

)1(
)(

i

i
pn,xyτυχοργολ

xn

d
tγγb b b b ∆∆∆ ικο    (∆bτυχ = tp,nσµ, Ρ ≥ 99,7 %), 

 

όπου γy και γx είναι τα ποσοστιαία σφάλµατα των οργάνων, ενώ di = yi – bxi (σελ. 68). 

 

Γενική οδηγία 
 

Σε πειράµατα όπου το εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος του ψηφιακού µετρητή δεν αναφέρεται, 

θεωρήστε ότι είναι 
 

Accuracy: 1 % + 4r (γ = 0,01,  h = 4, r - resolution). 

 

Σηµείωση. Στο φυλλάδιο που διανέµεται περιλαµβάνεται µόνο ένα µικρό µέρος του κειµένου (η 

σύνοψη), που µε τον ίδιο τίτλο βρίσκεται στην προσωπική ιστοσελίδα του Πεόγλου Βασιλείου, 

Επ. Καθηγητή του Τοµέα Φυσικής, ΣΕΜΦΕ, ΕΜΠ: 
 

http://dielectricsgroup.physics.ntua.gr/index.php/vasilios-peoglos/ 


