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Α:                                               Βασική αρχή της Μετρολογίας: 
 

∆ολικό = ∆οργάνου + ∆τυχαίο 
 
(Οι δύο όροι σφάλµατος είναι ανεξάρτητοί και προσδιορίζονται χωριστά, θεωρώντας τον άλλο µηδέν) 
 
Β: Μετρήσεις µε καλή επαναληψιµότητα των αποτελεσµάτων 
Σε άµεσες µετρήσεις µε καλή επαναληψιµότητα των αποτελεσµάτων ai, όπου η τυπική απόκλιση των 
αποτελεσµάτων είναι πολύ µικρότερη του σφάλµατος του οργάνου, (σ << ∆οργ), ως τιµή του 
µετρούµενου µεγέθους σηµειώνεται η ένδειξη του οργάνου a, ενώ το σφάλµα µέτρησης καθορίζεται 
από το σφάλµα του οργάνου, ∆οργ, που σε εγγυηµένη µορφή δηλώνεται από την κατασκευάστρια 
εταιρεία.  
 

Γ:  Γενικός ορισµός του σφάλµατος  
Όπως και στα σφάλµατα των Εφαρµοσµένων Μαθηµατικών, η παράσταση του αποτελέσµατος ως  
Α = a ± εa παριστάνει τη διπλή ανισότητα a − εa ≤ Α ≤ a + εa, όπου Α είναι η πραγµατική τιµή, ενώ η εa 
είναι το εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος. Εποµένως, η πραγµατική τιµή Α βρίσκεται ‘‘κάπου’’ εντός 
του διαστήµατος a ± εa (βλ. Σχ. 1). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 1. Γενικός ορισµός του σφάλµατος. 
 
∆: Μετρήσεις µε κακή επαναληψιµότητα των αποτελεσµάτων 
Σε µετρήσεις µε κακή επαναληψιµότητα των αποτελεσµάτων ai, µε τυπική απόκλιση σ,  
(σ ≥ ∆οργ), ως τιµή του µετρούµενου µεγέθους σηµειώνεται ο µέσος όρος των ai, (ā), ενώ στο εγγυηµένο 
διάστηµα σφάλµατος του οργάνου (∆οργ) προστίθεται και η αβεβαιότητα της µέσης τιµής:   
1.  Για µεγάλα n (n ≥ 200) και Ρ ≥ 99,7 %,     Α = ā ± (∆οργ + 3σµ), όπου σµ - τυπικό σφάλµα, που  
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==== , όταν η πραγµατική τιµή Α είναι γνωστή. 

 
2.  Για µικρά n (3 < n < 10) και Ρ ≥ 99,7 %,   Α = ā ± (∆οργ + tn,pσµ), tn,p - συντελεστής Student. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 2. Εικόνα ενός έντονα θορυβουµένου ηλεκτρικού σήµατος στο καταγραφικό του υπολογιστή. 
 
 
 
Συµπληρωµατικές σηµειώσεις προς τον εργαστηριακό οδηγό (σφάλµα απλής µέτρησης, µετρητικών 

οργάνων, προσεγγιστικών αριθµών εν γένει, κ.λπ.), Β. Πεόγλος 
 

Περιοχή εγγυηµένου διαστήµατος 
              σφάλµατος:  ± εa 

     Σφάλµα ή  
ακριβές σφάλµα ∆a 

Τιµές a 

a – εa 

Αποτέλεσµα µέτρησης: a Α: πραγµατική τιµή 

∆a 

0 a + εa 

εa: διάστηµα που δηλώνουµε  
           στις µετρήσεις 
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Σύνοψη των κυριότερων αποτελεσµάτων 
 

1. Σε άµεσες µετρήσεις µε αναλογικά και ψηφιακά όργανα:  
Έστω ότι η πραγµατική τιµή κάποιου αµετάβλητου στο χρόνο µεγέθους είναι Α, ενώ ο 
υπολογισµός ή η µέτρησή του έδωσε την τιµή a. Συνήθως, a ≠ Α. 
 
1.1. Το διάστηµα ± εa, γύρο από την τιµή a, εντός του οποίου µε σιγουριά 100 % βρίσκεται η 
πραγµατική τιµή Α ορίζεται ως εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος (σελ. 12). 
 
1.2. Πίσω από τη συµβολική παράσταση του αποτελέσµατος µέτρησης, Α = a ± εa, κρύβονται 
οι 2 βασικές ανισότητες της Θεωρίας Σφαλµάτων:  
 

a − εa ≤ Α ≤ a + εa, (σελ. 12). 
 

2. Στους αναλογικούς µετρητές το εγγυηµένα διάστηµα σφάλµατος δηλώνεται από την 
κατασκευάστρια εταιρεία, συνήθως σε κωδικοποιηµένη µορφή. Το ‘‘σφάλµα’’ αυτό 
επεκτείνεται σε όλη την κλίµακα του οργάνου, προκαλώντας µείωση της ακρίβειας (µεγάλο 
σχετικό σφάλµα) σε µικρές τιµές της κλίµακας (σελ. 15). Η εγγύηση ακρίβειας διαρκεί 2 έτη, 
µετά το πέρας των οποίων ο µετρητής πρέπει να διακριβωθεί εκ’ νέου. 
 
2.1. Στους αναλογικούς µετρητές η ένδειξη στρογγυλοποιείται (ψηφιοποιείται, σηµειώνεται η 
κοντινότερη χαρακιά), µε βήµα ψ/2, όπου ψ είναι η τιµή της ελάχιστης υποδιαίρεσης της 
κλίµακάς του. Κλάσµατα µικρότερα της ψ/2 δεν σηµειώνονται στην τιµή. Η πρακτική αυτή 
δηµιουργεί το λεγόµενο σφάλµα ανάγνωσης, άνω όριο του οποίου είναι ψ/2 (σελ. 15). 
 
2.2. Στα αναλογικά όργανα, το σφάλµα οργάνου έχει 2 συνιστώσες: το σφάλµα ανάγνωσης 
(ψ/2) και το κύριο σφάλµα του µετρητή, ψ/2 και αυτό. Σε µία τυχαία θέση του δείκτη  
(Σχ. 3α), το εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος είναι  
 

εa = εκυρ + εαν = ψ/2 + ψ/2 = ψ. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 3. Σφάλµα του αναλογικού οργάνου και ανάγνωση της ένδειξης µε στρογγυλοποίηση. 
 
 
Όταν, όµως, το σφάλµα ανάγνωσης είναι 0 (εαν = 0), δηλαδή ο δείκτης βρίσκεται πάνω από τη 
χαρακιά ‘‘ακριβώς’’ (Σχ. 3β), ή στη µέση (Σχ. 3γ), όπου αδυνατούµε να επιλέξουµε την 
κοντινότερη χαρακιά, τότε στο σφάλµα συµβάλει µόνο το κύριο σφάλµα του οργάνου: 
 

εa = εκυρ + 0 = ψ/2. 
 

2.3.  Συνήθως, εοργ = ψ. Στα όργανα όπου εοργ ≠ ψ, το σφάλµα οργάνου προσδιορίζεται από το 
γινόµενο βΖmax, όπου β είναι η κατηγορία του οργάνου (Class β) και Ζmax είναι η µέγιστη τιµή 
της κλίµακάς του. 

Basic accuracy 1 % (α = 1 %) 
         α = 0,5ψ/Ζmax 
 
         U = 39 ± 1 (V) 
 
εu = εκυρ + εαν = ψ/2 + ψ/2 = ψ 
 

(α) 

 40            45            50 V 

            Div = 1 V 
            ψ = 1 V 
 
U = 47,0 ± 0,5 (V) 
 
         εκυρ + εαν = ψ/2 + 0 = ψ/2 
 

(β) 

 40            45            50 V  40            45            50 V 

 Class 2 (β = 2 %)  
        β = ψ/Ζmax 
 
U = 49,5 ± 0,5 (V) 
 
εu = εκυρ + εαν = ψ/2 + 0 = ψ/2 
 

(γ) 
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3. Στα ψηφιακά όργανα το σφάλµα ανάγνωσης είναι µηδέν. Η ολίσθηση του µηδενός ελέγχεται 
(εξουδετερώνεται) ηλεκτρονικά, πριν από κάθε κύκλο µέτρησης που διαρκεί 0,33 s. Το κύριο 
σφάλµα ή το εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος του ψηφιακού οργάνου δηλώνεται στο 
συνοδευτικό βιβλιαράκι και συνήθως η δήλωση έχει τη µορφή: 
 

Accuracy: γ (%) + hr, 
 

όπου r είναι διακριτική ικανότητα (resolution) της επιλεγµένης κλίµακας ή η µονάδα της 
τελευταίας δεκαδικής τάξης της παριστάµενης στην ψηφιακή οθόνη τιµής, ενώ το γινόµενο hr 
είναι το άνω όριο του υπολοίπου της αυτόµατης ρύθµισης του µηδενός.  
        Το εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος του ψηφιακού οργάνου υπολογίζεται από τη σχέση: 
 

εa = aγ + hr, 
όπου a είναι η ένδειξή του.  
        Ωστόσο η µέτρηση της µεταβολής του σήµατος κατά ∆a (∆a = a2 – a1), γίνεται µε 
εγγυηµένο διάστηµα  

ε∆a = γ∆a, 
 

το οποίο είναι απαλλαγµένο από τον όρο hr, καθώς ο όρος αυτός έχει ίδια τιµή και πρόσηµο 
στις τιµές a2 και a1. Στην περίπτωση αυτή τα σφάλµατα αφαιρούνται όπως και οι 2 τιµές, 
δηλαδή αλγεβρικά: 

ε∆a = (a2γ + hr) – (a1γ + hr) = γ∆a. 
 

        Όταν οι µεταβολές της ένδειξης a είναι πολύ µικρές (γ∆a < r), το γινόµενο γ∆a αγνοείται 
και για εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος της µεταβολής ∆a σηµειώνεται η τιµής της διακριτικής 
ικανότητας r (σελ. 18 ): 

ε∆a = r. 
 

4. ∆ιάδοση των σφαλµάτων σε µετρήσεις µε καλή επαναληψιµότητα των αποτελεσµάτων 
 

Έστω, ότι οι τιµές a και b µετρήθηκαν άµεσα, µε σταθερές ενδείξεις των οργάνων και 
εγγυηµένα διαστήµατα σφαλµάτων εa και εb, αντίστοιχα. Σε έµµεσες µετρήσεις, όπου οι τιµές 
και τα πρόσηµα των ακριβή σφαλµάτων ∆a και ∆b είναι άγνωστα: 
 
4.1. Στην πρόσθεση και αφαίρεση δύο προσεγγιστικών αριθµών, u = a ± b, προκειµένου το 
διάστηµα σφάλµατος να είναι εγγυηµένο, τα εγγυηµένα διαστήµατα εa και εb τα προσθέτουν 

αριθµητικά:  
εu = εa+ εb, (σελ. 76). 

 
4.2. Στον πολλαπλασιασµό δύο προσεγγιστικών αριθµών, u = ab, το εγγυηµένο διάστηµα 

σφάλµατος, εu, υπολογίζεται από τη σχέση  
 

ab εbεauε +=  (σελ. 77). 
 
4.3. Στη διαίρεση δύο προσεγγιστικών αριθµών, u = a/b, το εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος, εu, 
υπολογίζεται από τη σχέση  

2
b

εbεa
ε

ab

u

+
=  (σελ. 77). 

 
4.4  Για το σχετικό σφάλµατα, δu, γινοµένου και διαίρεσης, ισχύει η σχέση  
 

δu = δa + δb,    όπου    
bau
b

b
a

a
u

u
ε

δ
ε

δ
ε

δ === και,     (σελ. 25). 
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Εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος και τυπικό σφάλµα µ.τ. µερικών συναρτήσεων (σελ. 102) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Συνάρτηση u 

 
Εγγυηµένο διάστηµα 

σφάλµατος εu 

 
Τυπικό σφάλµα σµ της 

µέσης τιµής µε πιθανότητα 
κάλυψης  68,27 % (n = ∞) 

 
Πρόσθεση 
u = x+ y 

 
εu  = εx + εy 

 
(σu)2 = (σx)2 + (σy)2 

 
∆ιαφορά 
u = x – y 

 
εu  = εx + εy 

 
(σu)2 = (σx)2 + (σy)2 

 
Γενικά 

u = αx ± βy ± γz ± 

 
εu  = αεx + βεy + γεz + 

 
(σu)2 = (ασx) 2+ (βσy) 2+ (γσz) 2 

 
Πολλαπλασιασµός µε 

σταθερά 
u = k x 

 

εu  = k εx 

 

σu = kσx 

 
∆ύναµη 
u = x

n 

 
εu  = nx

n-1 εx 
 

σu =nx
n-1σx 

 
Γινόµενο 

u = xy 

 
δu = δx + δy, 

όπου δ είναι το σχετικό 
σφάλµα 

 
(δu)2 = (δx)2 + (δy)2, 

όπου δ είναι το σχετικό σφάλµα 

 
Πηλίκο 
u = x/y 

 
         δu = δx + δy, 
όπου δ είναι το σχετικό 

σφάλµα 

 
(δu)2 = (δx)2 + (δy)2, 

όπου δ είναι το σχετικό σφάλµα 

 
Γινόµενο δυνάµεων 

u = x
 α 

y
 β 

z
 γ… 

 
δu = αδx + βδy + γδz +, 
όπου δ είναι το σχετικό 

σφάλµα 

 
(δu)2 = (αδx)2+ (βδy)2+ (γδz)2, 

όπου δ είναι το σχετικό σφάλµα 

 
Εκθετικό 
u = e

αx 

 
       εu  = αe

αx εx 
 

σu =αe
αx σx 

 
Ηµίτονο 

u = αsin(βx) 

 
  εu  = αβcos (βx)εx 

 
σu = αβcos(βx)σx 

 
Συνηµίτονο 
u = αcos(βx) 

 
  εu  = αβsin (βx)εx 
 

 
σu = αβsin(βx)σx 

 

 
Συνάρτηση πολλών 

µεταβλητών 
u = f(x, y, z.. ) 

 

+
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όπου 

 
X = x ± εx, Y = y ± εy, …. 
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5. Στη συνάρτηση f(x1, x2, x3,, … xn) προσεγγιστικών µεταβλητών xi, που µετρήθηκαν άµεσα, 
µε εγγυηµένα σφάλµατα εi, το εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος της f, εf, υπολογίζεται από τη 
σχέση  
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 (σελ. 78). 

 

6. ∆ιαφορική µέθοδος µέτρησης. Σε µικρές τιµές της κλίµακας του οργάνου, όπως, για 
παράδειγµα, z ≈ 0,1Zmax, η ακρίβεια µέτρησης είναι µικρή, η οποία, όµως, σε διαφορικές 

µετρήσεις µπορεί να βελτιωθεί από 3 - 4 φορές (σελ. 36).  
        Στη διαφορική µέθοδο η βασική µέτρηση συµπληρώνεται µε µία βοηθητική, που είναι 2 
φορές µικρότερη. Παρότι η ακρίβεια της βοηθητικής µέτρησης είναι ακόµη χαµηλότερη, στις 
διαφορές των 2 τιµών τα σφάλµατα είναι µικρότερα, καθώς εδώ αποβάλλονται µερικά βασικά 
σφάλµατα των οργάνων. 
 

7. Σε άµεσες µετρήσεις µε κακή επαναληψιµότητα των αποτελεσµάτων ai (τυχαίες τιµές): 
 

7.1. Όλες οι µαθηµατικές σχέσεις που βλέπουµε στον εργαστηριακό οδηγό αναφέρονται για  
n ≥ 200 (!), οι οποίες µπορούν να εφαρµοστούν και σε µικρά n (3 < n < 10), αλλά τότε το 
σφάλµα της µέσης τιµής (τυπικό σφάλµα) έχει απροσδιόριστη (άγνωστη) πιθανότητα κάλυψης. 
 

7.2  Σε έµµεσες µετρήσεις της y, όπου η y είναι συνάρτηση n ανεξάρτητων τυχαίων 
µεταβλητών x1,  x2, x3, .. xn, που µετρήθηκαν άµεσα, µε τυπικά σφάλµατα σ1, σ2, σ3, ... σn, το 
τυπικό σφάλµα της y υπολογίζεται από τη σχέση  
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η οποία µπορεί να εφαρµοστεί για οποιαδήποτε συνάρτηση κατανοµής των σφαλµάτων. 
       Όταν κάποια τυπικά σφάλµα είναι αλληλοεξαρτώµενα και συσχετισµένα µεταξύ τους, τότε 
η υπόριζη παράσταση πρέπει να συµπληρώνεται µε όρους τύπου  
 

ji
ji

ij σσx
y

x
yr ∂

∂⋅∂
∂2 , 

 

       όπου rij είναι ο συντελεστής συσχέτισης των δύο εξαρτώµενων σφαλµάτων. 
 

7.3. Σε µικρές τιµές του n (3 < n < 10) και άγνωστη την πραγµατική τιµή, το τυπικό σφάλµα, 
σµ, υπολογίζεται από τη σχέση 

( )
)1(

2

−
=

∑ −
nn

aai
µσ , 

 

ενώ για να αποκτήσει µία συγκεκριµένη πιθανότητα κάλυψης Ρ, η ποσότητα σµ πρέπει να 
πολλαπλασιαστεί στον κατάλληλο συντελεστή Student tn,p (Πίνακας 5, σελ. 104). 
       Σε άµεσες µετρήσεις µε κακή επαναληψιµότητα των αποτελεσµάτων ai, όπου σ ≥ ∆οργ, στο 
σφάλµα οργάνου προστίθεται η αβεβαιότητα της µέσης τιµής (3σµ ή tn,pσµ).  
 

7.4. Για µεγάλα n (n ≥ 200) και Ρ ≥ 99,7 %, το αποτέλεσµα µέτρησης το παρουσιάζουµε σε 
µορφή: 

Α = ā ± (εοργ + 3σµ),   Ρ ≥ %99,7 %. 
 

7.4.1. Για µικρά n (3 < n < 10) και Ρ ≥ 99,7 %, το αποτέλεσµα µέτρησης το παρουσιάζουµε σε 
µορφή: 

Α = ā ± (εοργ + tn,pσµ),   n = (…),    Ρ ≥ %99,7 %, 
 

όπου tn,p είναι ο συντελεστής Student (βλ. Πίνακα συντελεστών Student).  
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Πίνακας συντελεστών Student (σελ. 104) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
8.  Ενιαία (ίδια) πιθανότητα κάλυψης των τυπικών σφαλµάτων 
       Σε µία έµµεση µέτρηση, όπου συµµετέχουν προσεγγιστικά µεγέθη µε διαφορετική 
πιθανότητα κάλυψης του σφάλµατος της µέσης τιµής (διαφορετικά confidence level), πριν 
υπολογιστεί το σφάλµα της σχέσης, τα σφάλµατα πρέπει να αποκτήσουν ενιαία (ίδια) 

πιθανότητα κάλυψης (σελ. 35). 
 
9.  Μέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων σε συνάρτηση τύπου y = Α + Bx 
 

9.1. Ο πειραµατικός προσδιορισµός των σταθερών Α και Β της γραµµικής σχέσης y = Α + Bx 
γίνεται µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων, όταν οι τιµές yi παρουσιάζουν διασπορά µε 
τυπική απόκλιση σy. Αν η διασπορά στις τιµές των xi είναι µηδέν, δηλαδή σx = 0, οι σταθερές a 
και b της βέλτιστης πειραµατικής ευθείας y = a + bx (όχι της πραγµατικής: y = Α + Bx) 
υπολογίζονται όπως και στον εργαστηριακό οδηγό: 
 

( )22

2 )() )()( (

∑−∑
∑ ∑∑×∑ ×−

=
i

iiii

xxn
yxxxy

a
i

i ,          
( )22
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∑−∑

∑ ∑×−∑=
ii

iiii

xxn
yxyxnb . 

 
 

    
               Ρ 
 

 

   n  
50 % 

 
68,27 % 

(1σ) 

  
95,45 % 

(2σ) 
 

   
99 % 

 
99,73 % 

(3σ) 

 
99,9 % 

2 1,000 1,84 13,97 63,66 235,8 636,6 
3 0,916 1,32 4,53 8,92 19,21 31,60 
4 0,765 1,20 3,31 5,84 9,22 12,94 
5 0,741 1,14 2,87 4,60 6,62 8,610 
6 0,727 1,11 2,65 4,03 5,51 6,859 
7 0,718 1,09 2,52 3,71 4,90 5,959 
8 0,711 1,08 2,43 3,50 4,53 5,405 
9 0,706 1,07 2,37 3,36 4,28 5,041 
10 0,703 1,06 2,32 3,25 4,09 4,781 
11 0,700 1,05 2,28 3,17 3,96 4,587 
12 0,697 1,05 2,25 3,11 3,85 4,487 
13 0,695 1,04 2,23 3,05 3,76 4,138 
14 0,694 1,04 2,21 3,01 3,69 4,221 
15 0,692 1,04 2,20 2,98 3,64 4,140 
16 0,691 1,03 2,18 2,95 3,59 4,073 
17 0,690 1,03 2,17 2,92 3,54 4,015 
18 0,689 1,03 2,16 2,90 3,51 3,965 
19 0,688 1,03 2,15 2,88 3,48 3,922 
20 0,688 1,03 2,14 2,86 3,45 3,883 
21 0,687 1,03 2,13 2,85 3,42 3,850 
25 0,685 1,02 2,11 2,79 3,33 3,745 
30 0,683 1,02 2,09 2,75 3,27 3,659 
35 ……. 1,01 2,07 2,72 3,23 …….. 
40 ……. 1,01 2,06 2,70 3,20 ……. 
45 ……. 1,01 2,06 2,69 3,18 ……. 
50 ……. 1,01 2,05 2,68 3,16 ……. 
100 ……. 1,005 2,05 2,63 3,007 ……. 
∞ 0,674 1,000 2,000 2,576 3,000 3,291 
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        Σε µετρήσεις όπου στις τιµές των yi παρατηρείται σταθερή διασπορά, (ίδιες γκαουσιανές 
στο Σχ. 4, δηλαδή σy = σταθ), οι παράµετροι a και b της βέλτιστης ευθείας έχουν τυχαίο 
χαρακτήρα, καθώς µία επανάληψη του πειράµατος θα οδηγήσει σε λίγο διαφορετικές τιµές των 
a και b. Συνεπώς οι σταθερές a και b της βέλτιστης ευθείας δεν ταυτίζονται µε τις πραγµατικές 
τιµές Α και Β της πραγµατικής ευθείας y = A+Bx.  
        Καθώς ο αριθµός των πειραµατικών σηµείων δεν µπορεί να είναι µεγάλος, στο µοντέλο 
της µεθόδου, προκειµένου να βρεθούν οι σταθερές Α και Β, θεωρείται ότι το πείραµα 
επαναλαµβάνεται k φορές, υπολογίζονται οι παράµετροί των ak και bk των k ευθειών, ενώ οι 
τιµές Α και Β υπολογίζονται ως µέσοι όροι των ak και bk, αντίστοιχα (Σχ.4). Εδώ ο αριθµός k 

µπορεί να είναι µεγάλος ή πολύ µεγάλος. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 4. Μοντέλο της µεθόδου των ελαχίστων τετραγώνων 

 
 

        Η διασπορά των τιµών yi µε τυπική απόκλιση σy, προκαλεί διασπορά και στις τιµές των bk 
και ak, των k βέλτιστων ευθειών. Θεωρώντας ότι σε όλα τα σηµεία των xi η τυπική απόκλιση 
των yi είναι ίδια (σy = σταθ), όπως επίσης και ότι η διασπορά των τιµών xi είναι µηδέν (σx = 0), 
για τα τετράγωνα των τυπικών αποκλίσεων σb

2 και σa
2 οι σχετικοί υπολογισµοί (σελ. 73-74) 

οδηγούν στις σχέσεις 
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όπου η παράµετρος σy των τυχαίων τιµών yi µπορεί να µετρηθεί σε κάποιο σηµείο xi, 
µετρώντας το yi πολλές φορές. Ωστόσο, προτιµάται η τυπική απόκλιση σy να υπολογίζεται µε 
άλλον τρόπο, που είναι βολικότερος. Έτσι, στο βαθµό που σy = σταθ, η τυπική απόκλιση σy 
µπορεί να υπολογιστεί και από τις αποκλίσεις των yi από τη βέλτιστη ευθεία, δηλαδή τις 
διαφορές di = yi – a – bxi, αξιοποιώντας τη σχέση για την τυπική απόκλιση: 
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η οποία µε καλή προσέγγιση αποδίδει την τιµή της σy. 
        Τις σχέσεις για τις τυπικές αποκλίσεις σb

2 και σa
2, αλλά σε λίγο διαφορετική µορφή τις 

βλέπουµε και στον εργαστηριακό οδηγό. Ωστόσο, άβολα προτείνεται η σειρά υπολογισµού της 

Η πραγµατική ευθεία  
y = Α + Βx 

y 

x 

yk = ak+bkx, είναι η  k – οστή βέλτιστη ευθεία 

Κατανοµή των y 

µε παράµετρο σy 

Τα πειραµατικά 
σηµεία της k – οστής 

βέλτιστης ευθείας 

A 

ak 

a

Κατανοµή  των a  
µε παράµετρο σa 
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σb
2, δηλαδή µέσω της σa

2, που συνήθως δεν ενδιαφέρει. Εντωµεταξύ, από την πρώτη σχέση η 
παράµετρος σb

2 µπορεί να υπολογιστεί άµεσα. 
        Καθώς ο προσδιορισµός των παραµέτρων της βέλτιστης ευθείας γίνεται µόνο σε ένα 
πείραµα, οι σταθερές a και b της βέλτιστης ευθείας, είναι τυχαίες, προσεγγίζουν τις 
πραγµατικές τιµές µε µία ορισµένη πιθανότητα κάλυψης, δηλαδή εµπεριέχουν µία 
αβεβαιότητα, η οποία εξαρτάται από τη διασπορά των τιµών yi, δηλαδή την σy, αλλά και την 
πιθανότητα µε την οποία αυτή η παράµετρος καλύπτεται, όταν ο αριθµός των πειραµατικών 
σηµείων, n, είναι σχετικά µικρός (βλ. τους συντελεστές Student, όπως και το ολικό σφάλµα 
στην τιµή της κλίσης). 
 
9.2. Τυπική απόκλιση της κλίσης σε πειράµατα όπου σy ≠ σταθερά 
 

Σε πολλά πειράµατα, στoν προτεινόµεναo τρόπο γραµµικοποίησης της σχέσης, δεν τηρείται ο 
όρος σy = σταθερά, όπως, για παράδειγµα, στην Άσκηση 4, µε επιλογές: x = R

2 και y = T
 2

/4π. 
Στην επιλογή x = R

2, τηρείται όρος σx = 0, αλλά δεν τηρείται ο όρος σy = σταθερά στην επιλογή 
y = T

 2
/4π, καθώς, σy = (∂y/∂T) σT = (2Τ/4π)σT, όπου εδώ σταθερός όρος είναι µόνο ο όρος σT, 

δηλαδή η τυπική απόκλιση στις µετρήσεις του χρόνου. Βλέπουµε ότι εδώ η σy είναι ανάλογη 
του Τ. Συνεπώς, η σχέση για τη σ2

y που βλέπουµε στον εργαστηριακό οδηγό, αλλά και σε αυτές 
τις σηµειώσεις, είναι αδύνατο εδώ να εφαρµοστούν. 
        Σε περιπτώσεις όπου σy ≠ σταθερά, η τυπική απόκλιση στην κλίση υπολογίζεται από τη 
σχέση για τη συνάρτησης πολλών τυχαίων µεταβλητών: 
        Έτσι, καθώς b = b(y1,  y2,  y3  y4 ……..yn), για την τυπική απόκλιση των yi ισχύει η γενική 
σχέση: 
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όπου οι παράγωγοι στις παρενθέσεις µπορούν να υπολογιστούν από τη σχέση για την κλίση b: 
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όπου τον παρανοµαστή στις σχέσεις τον συµβολίσαµε D. 
        Η αντικατάστασή των µερικών παραγώγων στη γενική σχέση δίνει τελικά: 
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Προφανώς, εδώ είναι περιττός ο υπολογισµός των di, ενώ ο υπολογισµός του σ2
y γίνεται άµεσα 

από τον παραπάνω γενικό τύπο, ο οποίος εξειδικεύεται σε κάθε περίπτωση. 
        Συγκεκριµένα, στην Άσκηση 4, µε επιλογές x = R

2 και y = T
 2

/4π, όπου  
 

σyi  = (∂y/∂T)σT = (2Τi/4π)σT, 
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αποκτά τη µορφή: 
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Καθώς τα yi µεταβάλλονται γραµµικά, στην παραπάνω σχέση µπορούν να αντικατασταθούν µε 
τη µέση τους τιµή: 
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Η αντικατάσταση αυτή δίνει: 
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όπου σT είναι η τυπική απόκλιση στη µέτρηση των χρόνων Τi.  
        Για παράδειγµα, αν το εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος στις 10 περιόδους είναι 0,1 s, τότε 
της µίας περιόδου είναι 0,01 s.Για τη σT µπορούµε να θέσουµε το 1/3 των 0,01 s και να 
θεωρήσουµε ότι το µέγεθος αυτό καλύπτεται µε πιθανότητα 68,3 % (πιθανότητα κάλυψης του 
ενός σ). Τελικά, στην παραπάνω σχέση: σT = 0,0033 s. 
        Σε καταστάσεις όπου σy1 = σy2 =σy3= … σyn = σταθ, η σχέση για τη σ2

y αποκτά τη γνώριµη 
µορφή που βλέπουµε στον εργαστηριακό οδηγό, αλλά και σε αυτές τις σηµειώσεις: 
 

DDD
...

DD

2

2

2
2

2

2

2
2

2

2
2

2

2

2
2

1
2 y

y

n

1i

i

n

1i

i
y

n

1i

iny

n

1i

iy

n

1i

i

b

nσ
σxxnnσxnxσxnxσxnx

σ ====



















−−−−

====








−−−−

++++








−−−−

++++








−−−−

====
∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑
====================

 

 
10. Σφάλµα στην κλίση που οφείλεται στα σφάλµατα των 2 µετρητών (σy = 0, σy = 0) 
 

10.1. Σφάλµα στην κλίση σε µετρήσεις µε δύο ψηφιακούς µετρητές: 
 

)( xyοργ γγb b ++++±±±±====∆ ,  
 

όπου το b υπολογίζεται µε τη µέθοδο των ελ. τετραγώνων.  (σελ. 46). 
 

ενώ οι όροι γy και γx είναι τα ποσοστιαία σφάλµατα των 2 ψηφιακών µετρητών: 
 

Accuracy x: γx (%) + hxrx       και      Accuracy y: γy (%) + hyry, 
 

Εδώ το σφάλµα στην κλίση (∆bοργ) είναι απαλλαγµένο από τους σταθερούς όρους hxrx και hyry. 
 
10.2. Σφάλµα στην κλίση σε µετρήσεις µε δύο αναλογικούς µετρητές (σx = σy = 0) 
 









−−−−

++++
−−−−

±±±±====







−−−−

++++
−−−−

±±±±====
)()()(

2
)(

2

1111 xx

ψ

yy

ψ
b

xx

δx

yy

δy
bb

n

x

n

y

n

αν

n

αν
οργ∆ ,  

 

όπου η κλίση b υπολογίζεται µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων (σελ. 51). 
        Στην περίπτωση αυτή το σφάλµα στην κλίση (∆bοργ) είναι απαλλαγµένο από το κύριο 
σφάλµα του µετρητή των xi, όπως και το κύριο σφάλµα του µετρητή των yi. 



10 

10.3. Σε µικτές καταστάσεις, δηλαδή όταν ο ένας µετρητής είναι ψηφιακός, στην παραπάνω 
σχέση ο αντίστοιχος όρος αντικαθίσταται µε το ποσοστιαίο σφάλµα του ψηφιακού οργάνου.  
Για παράδειγµα, όταν ο µετρητής των yi είναι ψηφιακός, η παραπάνω σχέση γίνεται: 
 









−−−−

++++±±±±====







−−−−

++++±±±±====
11

2
xx

ψ
γb

xx

δx
γb b

n

x
y

n

αν
yοργ∆ , (σελ. 58). 

 

        Εδώ το σφάλµα στην κλίση (∆bοργ) είναι απαλλαγµένο από το σταθερό όρο hyry του 
ψηφιακού µετρητή των yi, όπως και από το κύριο σφάλµα του αναλογικού µετρητή των xi.  
 
11. Ολικό σφάλµα στην κλίση όταν η επαναληψιµότητα των τιµών yi είναι κακή  

(σy = σταθ, οι 2 µετρητές: ψηφιακοί) 
 

)2((
)(

2

22ο ) −−−−
∑∑∑∑××××

−−−−
××××++++++++====

∑∑∑∑∑∑∑∑
++++====

n

d

xxn

n
tγγbbbb i

ii

pn,yxτυχοργλικο ∆∆∆ , Ρ ≥ %99,7 %  (σελ. 50), 

 

όπου η κλίση b υπολογίζεται µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων, tn,p είναι ο συντελεστής 
Student, di = yi – a – bxi, ενώ οι όροι γy και γx είναι τα ποσοστιαία σφάλµατα των 2 ψηφιακών 
µετρητών.  
 
12.  Μέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων σε συνάρτηση τύπου y = Bx (σy = σταθ, σx = 0)  

(οι 2 µετρητές - ψηφιακοί) 
 

Η κλίση της βέλτιστης πειραµατικής ευθείας y = bx υπολογίζεται από τη σχέση 
 

∑
∑

= 2
i

ii

x

yx
b  (σελ. 64), 

 

ενώ το τετράγωνο της τυπικής απόκλισης υπολογίζεται από τη σχέση 
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        Το συνολικό σφάλµα στην κλίση της βέλτιστης ευθείας, υπολογίζεται από τον τύπο  
 

∑∑∑∑−−−−
∑∑∑∑××××++++++++====++++==== 2

2

)1(
)(

i

i
pn,xyτυχοργολ

xn

d
tγγb b b b ∆∆∆ ικο    (∆bτυχ = tp,nσµ, Ρ ≥ 99,7 %), 

 

όπου γy και γx είναι τα ποσοστιαία σφάλµατα των οργάνων, ενώ di = yi – bxi (σελ. 68). 
 

 
 
 
 

Γενική οδηγία 
 

Σε πειράµατα όπου το εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος του ψηφιακού µετρητή δεν αναφέρεται, 

θεωρήστε ότι είναι 
 

Accuracy: 1 % + 4r (γ = 0,01,  h = 4, r - resolution). 
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12.  Σχηµατική παράσταση της βασικής αρχής της Μετρολογίας 
 

Σχηµατικά, η βασική αρχή της Μετρολογίας: 
 

∆ολικό = ∆οργάνου + ∆τυχαίο, 
 
αποτυπώνεται στο ακόλουθο Σχήµα: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                                          ±│∆οργ│ 
 
                                                                   ±[│∆οργ│+│∆τυχ│] 
 

Σχηµατική παράσταση της βασικής αρχής της Μετρολογίας. 
 
 
 
 
Σηµείωση. Στο φυλλάδιο που διανέµεται περιλαµβάνεται µόνο ένα µικρό µέρος του κειµένου 
(η σύνοψη), που µε τον ίδιο τίτλο βρίσκεται στην προσωπική ιστοσελίδα του Πεόγλου 
Βασιλείου, Επ. Καθηγητή του Τοµέα Φυσικής, ΣΕΜΦΕ, ΕΜΠ: 
 

http://dielectricsgroup.physics.ntua.gr/index.php/vasilios-peoglos/ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Γκαουσιανή των 
µέσων όρων ͞ak, 
µε παράµετρο  
κατανοµής σµ,  
(βλ. Πίνακα 1) 
      σελ. 104 

3σµ 

-4σμ 

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

 

 

4σμ 

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
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2.   Γενικός ορισµός του σφάλµατος 
 

Ο ορισµός αυτός αφορά άµεσα το σφάλµα οποιασδήποτε προσεγγιστικής τιµής, τα σφάλµατα 
των οργάνων, τα σφάλµατα µαθηµατικής προέλευσης, όπως και τα σφάλµατα των έµµεσων 

µετρήσεων, όπου γίνεται µαθηµατική επεξεργασία των προσεγγιστικών τιµών που ελήφθησαν 
σε άµεσες µετρήσεις σε συνθήκες µηδενικής (αµελητέας) διασποράς των αποτελεσµάτων. 
Τονίζουµε, ότι η µαθηµατική επεξεργασία αυτών των σφαλµάτων, καθώς είναι εγγυηµένα, 
γίνεται µε τρόπο διάφορο από την επεξεργασία των τυχαίων!  
        Καταρχάς, σε συνθήκες κακής επαναληψιµότητας των αποτελεσµάτων µέτρησης, για να 
είναι η ανάλυση του σφάλµατος σχετικά πλήρης, πρέπει να προσδιοριστούν οι όροι της 
σχέσης: 

∆ολικό = ∆οργ + ∆τυχ,   (σε µεγάλα n: ∆τυχ = 3σµ),   Ρ ≥ %99,7 %, 
 

όπου οι 2 όροι, ∆οργ και ∆τυχ, καθώς έχουν διαφορετικό ορισµό και φύση, προσδιορίζονται 
χωριστά, θεωρώντας τον άλλο µηδέν. 
        Ο γενικός ορισµός του σφάλµατος αφορά άµεσα τον πρώτο όρο (∆οργ), ωστόσο αφορά 
έµµεσα και τις τυχαίες τιµές, όπου το µέρος του ολικού σφάλµατος, που εξαρτάται από το 
σφάλµα του οργάνου, προσδιορίζεται σε προσέγγιση µηδενικής διασποράς των 
αποτελεσµάτων µέτρησης.  
 

Ορισµός  
Έστω ότι η πραγµατική τιµή κάποιου αµετάβλητου στο χρόνο µεγέθους είναι Α, ενώ ο 
υπολογισµός ή η µέτρησή του έδωσε την τιµή a.  
        Με τη λέξη σφάλµα, πάντα εννοούµε το σφάλµα το ακριβές, δηλαδή τη διαφορά  
 

∆a = a – Α,                                                                 (1) 
 

η οποία µε ελάχιστες εξαιρέσεις, είναι συνήθως άγνωστη, όπως άγνωστο είναι και το πρόσηµό 
της. Καθώς το πρόσηµο της διαφοράς (1) είναι άγνωστο, προτιµάται, το ακριβές σφάλµα να 
σηµειώνεται ως  

∆a = │a − Α│,                                                              (2) 
 

το οποίο για προφανείς λόγους έχει µόνο θεωρητική και βοηθητική αξία. 
        Στις εφαρµογές όµως, (Εφαρµοσµένα Μαθηµατικά, Πειραµατική Φυσική) αντί του 
ακριβούς σφάλµατος (2), γίνεται χρήση αλλού µεγέθους, που είναι «ελαφρώς» µεγαλύτερο. 
Έτσι, εισάγεται ή δηλώνεται (από τον ερευνητή ή την κατασκευάστρια εταιρεία του 
µετρητικού οργάνου) ένας θετικός αριθµός, εa, µε ένα ή, το πολύ, µε δύο σηµαντικά ψηφία 
(πρόκειται για σύµβαση), όσο γίνεται µικρότερος, που ωστόσο είναι πάντα λίγο µεγαλύτερος από 
το σφάλµα το ακριβές, προκειµένου µε σιγουριά 100 % η περιοχή a ± εa να περιλαµβάνει το 
σφάλµα το ακριβές: 
 

∆a = │a − Α│ ≤ εa.                                                        (3) 
 

        Στη σχέση (3), η ισότητα αναφέρεται σε εκείνες τις λίγες περιπτώσεις όπου η ακριβής 
τιµή Α είναι γνωστή. 
        Τον τρόπο µε τον οποίο εισάγεται ή ορίζεται ο θετικός αριθµός εa θα δούµε λίγο πιο κάτω. 
Στο σηµείο αυτό είναι σκόπιµο να εξετάσουµε πρώτα την εικόνα που βλέπουµε στο Σχ.5, όπου 
σε παραστατική µορφή παρουσιάζονται τα 4 βασικά µεγέθη και έννοιες της Θεωρίας 
Σφαλµάτων: η πραγµατική τιµή Α, η προσεγγιστική τιµή a, το ακριβές σφάλµα ∆a και το 
εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος εa, που δηλώνουµε τελικά στις µετρήσεις. 
        Στο Σχ.5, η περιοχή ± εa, γύρω από το αποτέλεσµα µέτρησης a ορίζεται ως περιοχή 

εγγυηµένου διαστήµατος σφάλµατος, καθώς αυτή µε σιγουριά 100 % περιλαµβάνει το σφάλµα 
το ακριβές.  
        Από τον ορισµό της εa (ανισότητα 3), για την πραγµατική τιµή Α προκύπτουν οι 
ανισότητες  

a − εa ≤ Α ≤ a + εa,                                                       (4) 
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Σχήµα 5.  Γενικός ορισµός του σφάλµατος. 
 
 
η οποίες είναι βασικές στη Θεωρία Σφαλµάτων. Σύµφωνα µε τις ανισότητες (4), η πραγµατική 
τιµή Α βρίσκεται «κάπου» εντός του διαστήµατος a ± εa, ωστόσο η ακριβής της θέση 
παραµένει άγνωστη. 
        Στην Πειραµατική Φυσική το αποτέλεσµα µέτρησης συνηθίζεται να σηµειώνεται ως  
 

Α = a ± εa,                                                              (5) 
 

εννοώντας µε τη συµβολική αυτή παράσταση (εδώ το σύµβολο της ισότητας χρησιµοποιείται 
καταχρηστικά) ότι η πραγµατική τιµή Α βρίσκεται «κάπου» εντός του διαστήµατος a ± εa. 
Ωστόσο πρέπει πάντα να θυµόµαστε ότι πίσω από την παράσταση (5) βρίσκονται οι 2 βασικές 
ανισότητες (4). Αυτός είναι ο σωστός ορισµός του σφάλµατος. Άλλον ή δευτερο ορισµό το 
σφάλµα δεν έχει, καθώς το σφάλµα της µέσης τιµής αναφέρεται σε άλλες καταστάσεις και 
είναι σωστότερα να αποκαλείται αβεβαιότητα της µέσης τιµής. 
        Ποσοτικά, η ακρίβεια της µέτρησης ορίζεται από το σχετικό σφάλµα, δηλαδή το λόγο  
 

a
εa

aδ = .                                                                (6) 

 

Όσο µικρότερος είναι αυτός ο λόγος, τόσο θεωρείται µεγαλύτερη η ακρίβεια της µέτρησης. 
Επίσης, στο βαθµό που ο αριθµός εa είναι εγγυηµένος, προφανώς, εγγυηµένο θα είναι και το 
σχετικό σφάλµα δa. 
 
2.1.  Προσδιορισµός του εγγυηµένου διαστήµατος σφάλµατος εα 
 

Στους προσεγγιστικούς αριθµούς µαθηµατικής προέλευσης, όπως και στις µαθηµατικές 
πράξεις µε τους αριθµούς αυτούς, η τιµή εa υπολογίζεται (προσδιορίζεται) από τον ίδιο τον 
ερευνητή. Θα αναφέρουµε ένα σχετικά απλό παράδειγµα.  
        Το εa ορίζεται εύκολα στο ακριβές πηλίκο 20/3 (οι αριθµοί 20 και 3 είναι απόλυτα 
ακριβείς), η δεκαδική παράσταση του οποίου µε 3 σηµαντικά ψηφία παράγει τον 
προσεγγιστικό αριθµό 6,66, για το ακριβές σφάλµα του οποίου (0,006666….) µπορούµε να 
πούµε ότι είναι µικρότερο από 0,007. Εδώ για τιµή της εa επιλέγουµε τον αριθµό 0,007, καθώς  
 

│6,66 – 20/3│< 0,007 
 

ενώ το αποτέσµα της διαίρεσης µπορούµε να το σηµειώσουµε ως:          
 

20/3 = 6,666 ± 0,007 
 

Στο ερώτηµα αν η επιλογή εa = 0,007 είναι η ελάχηστη δυνατή, η απάντηση είναι – όχι, διότι οι 
επιλογές: εa = 0,0067, εa = 0,00667, εa = 0,006667 κ.ο.κ, είναι ακόµη µικρότερες. Το αδιέξοδο 
στην επιλογή της τιµής εa αίρεται µε µία σύµβαση.  
Σύµβαση. Από όλους τους υποψήφιους αριθµούς της εa, επιλέγονται αυτοί, που στην 
παράστασή τους έχουν 1 ή, το πολύ, 2 ψηφία. Έτσι τη σύµβαση αυτή ικανοποιούν οι αριθµοί 
0,007 και 0,0067. Συνεπώς, το αποτέλεσµα της διαίρεσης µπορεί να σηµειωθεί µε 2 τρόπους: 

Περιοχή εγγυηµένου διαστήµατος 
              σφάλµατος:  ± εa 

     Σφάλµα ή  
ακριβές σφάλµα ∆a 

Τιµές a 

a – εa 

Αποτέλεσµα µέτρησης: a Α: πραγµατική τιµή 

∆a 

0 a + εa 

εa: διάστηµα που δηλώνουµε  
           στις µετρήσεις 
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20/3 = 6,666 ± 0,007 
και 

20/3 = 6,6666 ± 0,0067. 
 

        Η σύµβαση του ενός ή δύο σηµαντικών ψηφίων είναι καίριας σηµασίας, καθώς δίχως τη 
σύµβαση αυτή η αναζήτηση της µικρότερης τιµής της εa γίνεται ατέρµονη, και εποµένως 
αδιέξοδη! 
       Στην πειραµατική πρακτική και οι δύο επιλογές (η εa = 0,007 και η εa = 0,0067) είναι 

αποδεχτές. Εποµένως ποια από τις δύο επιλογές θα δηλωθεί, αποφασίζει ο ερευνητής.  
       Συνηθίζεται, στους ενδιάµεσους υπολογισµούς η τιµή της εa να σηµειώνεται µε 2 
σηµαντικά ψηφία (εa = 0,0067), ενώ το τελικό αποτέλεσµα προτιµάται να σηµειώνεται µε ένα 
(εa = 0,007), παρά τη µικρή διόγκωσή του. 
 
2.2.  Εγγυηµένου διαστήµατος σφάλµατος των µετρητικών οργάνων 
 

Στα µετρητικά όργανα ο αριθµός εa δηλώνεται σε εγγυηµένη µορφή από την κατασκευάστρια 
εταιρεία. Αυτό σε µεγάλο βαθµό διευρύνει το φάσµα των χρηστών, καθώς διευκολύνει τη 
χρήση του οργάνου και από ερευνητές που δεν είναι µυηµένοι στις λεπτές πτυχές της 
Ηλεκτρονικής και της Οργανολογίας. Έτσι, δηλώνεται προς τους χρήστες του οργάνου, ότι µε 
το συγκεκριµένο όργανο το σφάλµα µέτρησης δεν υπερβαίνει την τάδε τιµή, όταν αυτό 
χρησιµοποιείται υπό κανονικές συνθήκες που ορίζει η εταιρεία.  
        Σε αντίθεση µε τα Εφαρµοσµένα Μαθηµατικά, όπου η εγγύηση είναι διασφαλισµένη και 
απόλυτη, στα µετρητικά όργανα η σιγουριά του 100 % ισχύει µόνο για τη χρονική περίοδο 
(συνήθως 2 έτη) που ισχύει η εγγύηση της κατασκευάστριας εταιρείας. Μετά το πέρας αυτής 
της περιόδου ο µετρητής πρέπει να διακριβωθεί εκ’ νέου, καθώς λόγω γήρανσης των 
ηλεκτρονικών του εξαρτηµάτων οι παράµετροι ακρίβειας σιγά σιγά ολισθαίνουν µε το χρόνο.  
        Εδώ πρέπει να προσθέσουµε και την εξής λεπτοµέρεια. Προκειµένου να αντιµετωπιστεί 
το πρόβληµα της ολίσθησης και να διασφαλιστούν εγγυηµένες µετρολογικές σταθερές 
ακρίβειας στο διάστηµα των 2 ετών, στην αρχή της περιόδου εγγύησης οι εταιρείες προβαίνουν 
σε εφεδρική µείωση του πραγµατικού διαστήµατος σφάλµατος από 1,5 έως 2,5 φορές, ανάλογα 
µε την εταιρεία, δίχως η εφεδρεία αυτή να δηλώνεται στους χρήστες. Στους χρήστες δηλώνεται 
το εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος που διαµορφώνεται στο τέλος της διετίας, ενώ το ρίσκο και 
κόστος της όποιας απόκλισης από την εγγύηση αναλαµβάνει η κατασκευάστρια εταιρεία. 
 
2.3.  Σωστή χρήση του όρου «σφάλµα» 
 

Ο ορισµός του σφάλµατος που βλέπουµε στο Σχ. 5 βρίσκεται στη βάση της Θεωρίας 
σφαλµάτων, µε ιδιαίτερη βαρύτητα στο σφάλµα του οργάνου και τα σφάλµατα µαθηµατικής 
προέλευσης. Από τη σκοπιά αυτή, είναι λάθος η λέξη σφάλµα να συνοδεύεται µε τη λέξη είναι, 
καθότι το σφάλµα, δηλαδή το σφάλµα το ακριβές, είναι πάντα άγνωστο! Ωστόσο, όταν γίνεται 
χρήση του όρου «σφάλµα», ο όρος αυτός πρέπει να συνοδεύεται µε φράσεις όπως «δεν 

υπερβαίνει» ή είναι «µικρότερο από» κ.λπ. Για παράδειγµα, λέµε, ότι η τάση 200 V µετρήθηκε 
µε σφάλµα που δεν υπερβαίνει τα 2 βολτ ή, εναλλακτικά, µε σφάλµα µικρότερο από 2 βολτ 
κ.ο.κ. Από τη σκοπιά αυτή, η ποσότητα  

± εa 
 

δεν πρέπει να αποκαλείται σφάλµα (!), καθώς είναι µόνο ένας οριακός εγγυηµένος αριθµός, τον 
οποίο ο ερευνητής µε κάθε τρόπο προσπαθεί να τον µειώσει, ωστόσο προσέχοντας να 
τηρούνται οι δύο βασικές ανισότητες της σχέσης (4): 
 

a − εa ≤ Α ≤ a + εa. 
 

        Στο σηµείο αυτό είναι σκόπιµο να εξετάσουµε τα σφάλµατα των οργάνων, όπως και τον 
τρόπο ανάγνωσης της ένδειξής τους.  
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        Σηµειώνουµε, ότι τα µετρητικά όργανα χωρίζονται σε δύο µεγάλες οµάδες: τα όργανα τα 
αναλογικά και τα όργανα τα ψηφιακά. Θα δούµε πρώτα τα όργανα τα αναλογικά. 
 
 
3.  Άµεσες µετρήσεις  
 

Σφάλµατα αναλογικών και ψηφιακών οργάνων 
 

Όργανα αναλογικά. Ας δούµε µε ποιον τρόπο η κατασκευάστρια εταιρεία δηλώνει το 
εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος του αναλογικού οργάνου. Τα όργανα αυτά έχουν µικρό 
κόστος, µεγάλη αξιοπιστία και χρησιµοποιούνται ευρύτατα στην έρευνα και στις εφαρµογές.  
        Καταρχάς, δύο είναι οι βασικές παράµετροι ακριβείας του αναλογικού οργάνου: το κύριο 

σφάλµα και το σφάλµα ανάγνωσης. Τα σφάλµατα αυτά έχουν διαφορετική φύση, είναι 
ανεξάρτητα και ορίζονται µε διαφορετικούς τρόπους. Θα εξετάσουµε πρώτα το σφάλµα 
ανάγνωσης. 
 
3.1.  Σφάλµα ανάγνωσης του αναλογικού οργάνου 
 

Πρέπει να θυµόµαστε, ότι στα αναλογικά όργανα η ένδειξη του µετρητή στρογγυλοποιείται 
(σηµειώνουµε την κοντινότερη χαρακιά της κλίµακάς του), όταν ο δείκτης (βελόνα) δε 
βρίσκεται πάνω από τη χαρακιά «ακριβώς» (Σχ. 6α). 
        Η στρογγυλοποίηση της ένδειξης δηµιουργεί το λεγόµενο σφάλµα ανάγνωσης, άνω όριο 
του οποίου είναι η ψ/2, όπου ψ είναι η τιµή της ελάχιστης υποδιαίρεσης της κλίµακας του 

οργάνου. Για παράδειγµα, στους πλαστικούς χάρακες η τιµή της ελάχιστης υποδιαίρεσης είναι 
1 mm (ψ = 1 mm), στους µεταλλικούς χάρακες 0,5 mm, στα παχύµετρα 0,1 mm, στα 
µικρόµετρα 0,01 mm κ.ο.κ. 
        Εποµένως, στα αναλογικά όργανα το συνεχές µετρούµενο µέγεθος ψηφιοποιείται, µε βήµα 
ψ/2, καθώς µόνο αυτό το διάστηµα στην κλίµακα διακρίνεται µε σιγουριά και µπορούµε να το 
εγγυηθούµε. Κλάσµατα της ψ/2 δεν τα σηµειώνουµε στην τιµή! Αυτό επιβάλει η τιµή της 
ένδειξης που σηµειώνουµε να περιλαµβάνει µόνο ακέραιο αριθµό των ψ/2.  
        Προφανώς, η τιµή της ψ/2 έχει ιδιότητες της εa και είναι ένας εγγυηµένος αριθµός. 
Σηµειώνουµε ακόµη, ότι το σφάλµα ανάγνωσης θεωρείται «µηδέν» όταν ο δείκτης (βελόνα) 
βρίσκεται πάνω από τη χαρακιά «ακριβώς» (αστοχία µικρότερη από το µισό πάχος της 
χαρακιάς, Σχ.6β) ή βρίσκεται στο µέσον των δύο χαρακιών (Σχ. 6γ), γεγονός που µας εµποδίζει 
να επιλέξουµε την κοντινότερη χαρακιά.  
        Καθώς όµως το πάχος της χαρακιάς είναι συνήθως ψ/5, όταν ο δείκτης βρίσκεται πάνω 
από τη χαρακιά «ακριβώς», σε µία πιο ρεαλιστική προσέγγιση το σφάλµα ανάγνωσης µπορεί 
να δηλωθεί µικρότερο από 0,5 πάχος της χαρακιάς, δηλαδή να δηλωθεί ως: εαν ≤ ψ/10. 
 
3.2.  Κύριο σφάλµα του αναλογικού οργάνου  
 

Η προτροπή που αναφέραµε λίγο πιο πάνω, δηλαδή στην τιµή της ένδειξης να µη 
συµπεριλαµβάνονται τα κλάσµατα της ψ/2 πηγάζει από το γεγονός ότι ακόµη και όταν το 
σφάλµα ανάγνωσης είναι µηδέν (ο δείκτης βρίσκεται πάνω από τη χαρακιά «ακριβώς»), πάρα 
ταύτα, το όργανο σφάλει (!), δηλαδή η ένδειξή του διαφέρει από την πραγµατική τιµή. Η 
διαφορά αυτή, σε εγγυηµένη µορφή δηλώνεται από την κατασκευάστρια εταιρεία ως κύριο 

σφάλµα του οργάνου, όταν αυτό χρησιµοποιείται υπό κανονικές συνθήκες, δηλαδή σε ένα 
καθορισµένο από την εταιρεία εύρος θερµοκρασιών, υγρασιών, ατµοσφαιρικών πιέσεων, 
απόκλισης από την κάθετο, το οριζόντιο, προσανατολισµού, διάσπαρτων ηλεκτρικών και 
µαγνητικών πεδίων κ.λπ. Όταν κάποιο µέγεθος ξεφεύγει από τα καθορισµένα όρια, για 
παράδειγµα, η θερµοκρασία, στο κύριο σφάλµα προστίθεται ένας όρος ακόµη, µε τον 
αντίστοιχο συντελεστή.  
         Το κόστος κατασκευής του µετρητικού οργάνου εξαρτάται άµεσα από την ακρίβειά του, 
και είναι ελάχιστο όταν το κύριο σφάλµα είναι περίπου ψ/2 (συνήθως, είναι λίγο µικρότερο).  
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        Για παράδειγµα, στο µικρόµετρο, η τιµή της ψ/2 είναι 5 µm, ενώ το κύριο σφάλµα δεν 
υπερβαίνει τα 4 µm (Πίνακας 2, σελ. 155). 
        Από τα παραπάνω συµπεραίνουµε ότι το αναλογικό όργανο έχει 2 συνιστώσες σφάλµατος: 
το σφάλµα ανάγνωσης και το κύριο σφάλµα του οργάνου. Από τον ορισµό των σφαλµάτων 
αυτών προκύπτει ότι η ακριβής τιµή τους είναι πάντα µικρότερη της ψ/2, δηλαδή η τιµή της 
ψ/2 αποτελεί το άνω όριο των δύο αυτών σφαλµάτων. Έτσι, όταν δηλώνεται η τιµή ψ/2, τα δύο 
σφάλµατα είναι σίγουρα µικρότερα. 
         Γενικότερα, στα αναλογικά όργανα ο αριθµός των λεπτών χαρακιών, όπως και η 
απόσταση µεταξύ των αξόνων τους δε χαράζονται τυχαία, αλλά εξαρτώνται από το συνολικό 

εγγυηµένο σφάλµα του οργάνου (κύριο + ανάγνωσης). Στα περισσότερα µετρητικά αναλογικά 
όργανα τηρείται ο όρος ψ ≥ εοργ (ψ ≥ 2εκυρ), αλλά στα ενδεικτικά όργανα, όπου τα ζητήµατα 
ακρίβειας είναι δευτερευούσης σηµασίας, τηρείται ο όρος ψ ≥ 2εοργ (ψ ≥ 4εκυρ). Εδώ οι χαραγές 
χαράζονται 2 φορές αραιότερα.  
        Το συνολικό εγγυηµένο σφάλµα του οργάνου η κατασκευάστρια εταιρεία είναι 
υποχρεωµένη να το δηλώνει, ωστόσο το δηλώνει συνήθως σε κωδικοποιηµένη µορφή. Για 
παράδειγµα, στην πρόσοψη του οργάνου ή µε κάποιον άλλον τρόπο δηλώνεται ή αναγράφεται: 
 

(Α) – το κύριο σφάλµα του οργάνου α (%), (main ή basic accuracy α (%), Σχ. 6α), το οποίο 
ορίζεται µέσω της ψ/2, επί τις εκατό της Ζmax, όπου Ζmax είναι η µέγιστη τιµής της κλίµακάς 
του [α = (0,5ψ/Ζmax)×100 %]. Συνήθως, το γινόµενο αΖmax είναι λίγο µικρότερο του άνω ορίου 
του σφάλµατος ανάγνωσης και δεν υπερβαίνει τα ψ/2 (αΖmax ≤ ψ/2). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Σχήµα 6. Ένδειξη σφάλµατος του αναλ. οργάνου και ανάγνωση της ένδειξης µε στρογγυλοποίηση. 
 
 
       Στα όργανα όπου δηλώνεται το κύριο σφάλµα του µετρητή, σε µία τυχαία θέση του δείκτη 
το σφάλµα µέτρησης δεν υπερβαίνει την τιµή της ψ:  
 

εa = εκυρ + εαναγ = αΖmax + ψ/2= ψ/2 + ψ/2 = ψ.                                      (7) 
 

(Β) – η τιµή της ελάχιστης υποδιαίρεσης ψ (Σχ. 6β), η οποία µας πληροφορεί ότι το κύριο 
σφάλµα του µετρητή δεν υπερβαίνει τα ψ/2. Εποµένως σε µία τυχαία θέση του δείκτη, το 
σφάλµα µέτρησης δεν υπερβαίνει ή είναι µικρότερο από το άθροισµα:  
 

εa = εκυρ + εαναγ ≤ ψ/2 + ψ/2 = ψ.                                              (8) 
 

(Γ) – η κατηγορία του µετρητή, β, (accuracy class β, Σχ. 6γ), ορίζεται µέσω της ψ, επί τις 
εκατό της Ζmax [β = (ψ/Ζmax)×100%]. 
        Συνοψίζοντας µπορούµε να πούµε ότι σε µία τυχαία θέση του δείκτη, το σφάλµα οργάνου 
δεν υπερβαίνει την τιµή της ψ:  

εa = βΖmax = ψ = εαναγ + εκυρ = ψ/2 + ψ/2,                                  (9) 
 

ενώ όταν η βελόνα (δείκτης) του µετρητή βρίσκεται πάνω στη χαρακιά «ακριβώς» ή στη µέση 
των δύο χαρακιών, που δυσκολεύει την επιλογή της κοντινότερης (Σχ. 6β,γ), στο εγγυηµένο 

Basic accuracy 1 % (α = 1 %) 
             α = 0,5ψ/Ζmax 
 
         U = 39 ± 1 (V) 
 
εu = εκυρ + εαν = ψ/2 + ψ/2 = ψ 
 

(α) 

 40            45            50 V 

                1Div = 1 V 
                   ψ = 1 V 
 
U = 47,0 ± 0,5 (V) 
 
           εκυρ + εαν = ψ/2 + 0 = ψ/2 
 

(β) 

 40            45            50 V  40            45            50 V 

 Class 2 (β = 2 %)  
        β = ψ/Ζmax 
 
U = 49,5 ± 0,5 (V) 
 
εu = εκυρ + εαν = ψ/2 + 0 = ψ/2 
 

(γ) 
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διάστηµα σφάλµατος συµβάλει µόνο το κύριο σφάλµα του οργάνου, που η ακριβής του τιµή 
είναι συνήθως λίγο µικρότερο της ψ/2. Παρά ταύτα, µε µικρή εφεδρεία, για κύριο σφάλµα του 
οργάνου δηλώνεται η τιµή της ψ/2, καθώς η τιµή αυτή έχει ιδιότητες του εγγυηµένου 
διαστήµατος σφάλµατος. Εδώ οι µετρήσεις γίνονται µε ακρίβεια 2 φορές καλύτερη.  
        Στα σχήµατα (6β) και (6γ), αυτό φαίνεται και από το πρόσθετο ψηφίο στην τιµή που 
σηµειώνεται, το οποίο επιβάλλεται από τους γενικότερους κανόνες παράστασης της τιµής και 
του σφάλµατος στους προσεγγιστικούς αριθµούς. 
        Τονίζουµε ότι στα αναλογικά όργανα, οι λόγοι 0,5ψ/Ζmax και ψ/Ζmax ορίζονται µόνο στην 
περιοχή της Ζmax, ενώ οι τιµές αΖmax (ψ/2) και βΖmax (ψ) επεκτείνονται σε όλη την κλίµακα του 
οργάνου, προκαλώντας απώλεια ακρίβειας (µεγάλο σχετικό σφάλµα) στις µικρές τιµές της 
κλίµακας. Συνεπώς, η ακρίβεια του αναλογικού οργάνου αξιοποιείται επαρκώς µόνο όταν ο 
δείκτης (η βελόνα) βρίσκεται στο τελευταίο τέταρτο της κλίµακάς του! Η αδυναµία αυτή 
αντιµετωπίζεται στα όργανα που έχουν πολλές κλίµακες, επιλέγοντας την κατάλληλη.  
 

Σηµείωση 1. Σε µερικά ενδεικτικά όργανα, στα οποία η ακρίβεια είναι δευτερευούσης 
σηµασίας, δεν τηρείται ο όρος βΖmax = ψ (εοργ ≠ ψ). Στα όργανα αυτά το σφάλµα οργάνου 
προσδιορίζεται από το γινόµενο βΖmax, παραβλέποντας την τιµή της ψ.  
 

Σηµείωση 2. Λόγω τεχνολογικής προόδου, ο όρος  
 

εκυρ ≈ εαναγ ≈ ψ/2 
 

δεν τηρείται πάντα! Για παράδειγµα, στο µεταλλικό κανόνα, δίχως µεγάλη επιβάρυνση στο 
κόστος, το κύριο σφάλµα δεν υπερβαίνει τα 0,05 mm (εκυρ = 0,05 mm), ενώ η τιµή της 
ελάχιστης υποδιαίρεσης είναι 1 mm (ψ = 1 mm). Στο όργανο αυτό, η επιλογή της ελάχιστης 
υποδιαίρεσης έγινε µε άλλα κριτήρια, καθώς η χρήση του µε χαραγές κάθε 0,05 mm θα ήταν 
άβολη!  
 
4.   Εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος ψηφιακών οργάνων  
 

Τα ψηφιακά όργανα έχουν ψηφιακή οθόνη και, εποµένως, στα όργανα αυτά το σφάλµα 

ανάγνωσης είναι µηδέν!  
        Τα όργανα αυτά είναι ηλεκτρονικά, όπου η ολίσθηση του µηδενός ελέγχεται 
(εξουδετερώνεται) αυτόµατα, ηλεκτρονικά, 3 φορές το δευτερόλεπτο, πριν από κάθε κύκλο 
µέτρησης, που διαρκεί συνήθως 0,33 s.  
        Στα ψηφιακά όργανα 3,5 ψηφίων η ακρίβειά είναι της τάξης 1 %, ενώ στα όργανα 4,5 
ψηφίων, περίπου 0,1 %. 
        Το κύριο σφάλµα ή το εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος του ψηφιακού οργάνου δηλώνεται 
στο συνοδευτικό βιβλιαράκι. Συνήθως, η δήλωση αυτή έχει τη µορφή: 
 

Accuracy: γ (%) + hr,                                                    (10) 
 

όπου r είναι η διακριτική ικανότητα (resolution) ή η µονάδα της τελευταίας δεκαδικής τάξης 
της παριστάµενης στην οθόνη τιµής, ενώ το γινόµενο hr παριστάνει το άνω όριο του υπολοίπου 
της αυτόµατης ρύθµισης του µηδενός, στην επιλεγµένη κλίµακα του οργάνου. Εποµένως το 
εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος του ψηφιακού µετρητή υπολογίζεται από τη σχέση 
 

εa = aγ + hr, 
 

όπου a είναι η ένδειξή του. 
 
4.1.  Παράδειγµα υπολογισµού σφάλµατος άµεσης µέτρησης µε ψηφιακό βολτόµετρο 
 

Έστω ότι στο συνοδευτικό βιβλιαράκι του οργάνου σηµειώνεται, ότι στην κλίµακα 20 V, το 
εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος είναι  
 

1 % + 3r. 
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Έστω ακόµη ότι η ένδειξη του οργάνου είναι 19,36 V.  
Τότε στην ένδειξη 19,36 V, η τιµή του r (resolution) είναι 0,01 V.  
        Κατά δήλωση της κατασκευάστριας εταιρείας, στην κλίµακα αυτή η ολίσθηση του 
µηδενός δεν υπερβαίνει τα 0,03 V.  
        Από τα δεδοµένα αυτά, το εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος είναι:  
 

εU = 19,36×0,01 + 3×0,01 ≈ 0,19 + 0,03 = 0,22 (V). 
 
 

Σηµείωση. Στο παράδειγµα αυτό το σφάλµα υποεκτιµάται 22 φορές (2200 % !!!), όταν για 
σφάλµα µέτρησης της τιµής 19,36 V δηλώνεται ή σηµειώνεται (ως συνήθως) το 0,01 V.  
        Τονίζουµε, ότι στα ψηφιακά όργανα η διακριτική ικανότητα δεν πρέπει να ταυτίζεται µε 
το σφάλµα του οργάνου, που είναι συνήθως µία τάξη µεγαλύτερο! 
 
4.2.  Παράδειγµα µέτρησης µεταβολής του σήµατος  
 

Όταν µε τον ψηφιακό µετρητή µετράµε τη µεταβολή του σήµατος, κατά ∆a, όπου  
 

∆a = a2 – a1, 
 

(η δεύτερη µέτρηση γίνεται αµέσως µετά την πρώτη), τότε το «σφάλµα» στην τιµή της 
µεταβολής, για παράδειγµα, της τάσης, είναι απαλλαγµένο από τον όρο hr και είναι  
 

ε∆a = γ∆a. 
 

Ο όρος hr απαλείφεται από τους υπολογισµούς λόγω του ότι στις δύο τιµές, a1 και a2, έχει ίδιο 
πρόσηµο και τιµή. Η παρατήρηση αυτή αφορά και τον ποσοστιαίο όρο γ, παρά το ότι έχει 
άγνωστη τιµή και πρόσηµο. Το γεγονός αυτό επιβάλλει να αφερούνται και τα σφάλµατα των 
δύο τιµών (αλγεβρική αφαίρεση των σφαλµάτων και όχι αριθµητική).  
        Συνεπώς, για να υπολογιστεί το σφάλµα της διαφοράς των τιµών a1 και a2, µαζί µε τις 
τιµές, πρέπει να αφαιρεθούν και τα σφάλµατά τους:  
 

∆a = a2 – a1, 
 

ε∆a = (a2γ + hr) – (a1γ + hr) = γ(a2 - a1) = γ∆a. 
 

        Γενικότερα όµως, σε προβλήµατα όπου τα σφάλµατα των δύο προσεγγιστικών αριθµών 
έχουν άγνωστη τιµή και πρόσηµο, ακόµη και στην αφαίρεσή τους, προκειµένου το διάστηµα 
σφάλµατος να είναι εγγυηµένο, τα σφάλµατά τους πρέπει να τα προσθέσουµε αριθµητικά.  
 
Σύµβαση. Σε πολύ µικρές µεταβολές του µετρούµενου µεγέθους, δηλαδή όπου το γινόµενο γ∆a 
είναι µικρότερο της διακριτικής ικανότητας του οργάνου: 
 

γ∆a < r, 
 

το γινόµενο γ∆a αγνοείται και για εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος της µεταβολής ∆a 
σηµειώνεται η διακριτική ικανότητα του οργάνου, r:  
 

ε∆a = r. 
Παράδειγµα 1  
 

Η µεταβολή της τάσης από 19, 36 προς 17,36 σηµειώνεται ως  
 

∆u = − 2,00 ± 0,02 (V), 
 

καθώς εδώ το γινόµενο γ∆u είναι 0,02  [γ∆u = 0,02 > r, (r = 0,01 V)].  
 

Παράδειγµα 2  
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Η µικρή µεταβολή της τάσης, από 19,36 V προς 19,98 V, σηµειώνεται ως  
 

∆u = 0,62 ± 0,01 (V)  [γ∆u = 0,0062 < r], 
 

καθώς στην περίπτωση αυτή το γινόµενο γ∆u είναι µικρότερο από τη διακριτική ικανότητα του 
οργάνου [γ∆u = 0,0062 V < 0,01 V, (r = 0,01 V)].  
        Είναι άξιο προσοχής το γεγονός ότι το σφάλµα στη διαφορά των δύο τιµών τάσης δεν 
υπερβαίνει το 0,01 V, παρότι οι τιµές 19,36 V και 19,98 V είναι επιβαρυµένες µε σφάλµατα 
της τάξης 0,22 V (!).  
 
 
5.  Έµµεσες µετρήσεις  
 

∆ιάδοση του εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος σε έµµεσες µετρήσεις 
 

Το µέρος αυτό αφορά τη µαθηµατική επεξεργασία των σφαλµάτων µαθηµατικής προέλευσης, 
αλλά και τα εγγυηµένα διαστήµατα σφαλµάτων των οργάνων, όταν η διασπορά των 
αποτελεσµάτων µέτρησης είναι αµελητέα. Ωστόσο, ακόµη και όταν η διασπορά τους δεν είναι 
αµελητέα, ο όρος ∆οργ, του αθροίσµατος ∆ολ = ∆οργ + ∆τυχ υπολογίζεται σε προσέγγιση 
µηδενικής διασποράς των αποτελεσµάτων µέτρησης. 
        Θυµίζουµε, ότι η µέτρηση είναι έµµεση όταν η τιµή της εξάγεται από µία µαθηµατική 
σχέση µεγεθών, που µετρήθηκαν άµεσα. Σε µετρήσεις αυτού του είδους τα σφάλµατα των 
οργάνων, που είναι εγγυηµένα, όπως και τα σφάλµατα µαθηµατικής προέλευσης τα 
επεξεργαζόµαστε ακολουθώντας άλλον µαθηµατικό φορµαλισµό, δίχως τα τετράγωνα και ρίζες 
που βλέπουµε στον εργαστηριακό οδηγό, δηλαδή εδώ ακολουθούµε τον γενικό ορισµό του 
σφάλµατος.  
        Οι σχέσεις µε τα τετράγωνα και ρίζες είναι σωστές, ωστόσο αναφέρονται για καταστάσεις 
όπου παρατηρείται έντονη διασπορά των αποτελεσµάτων µέτρησης και αφορούν το τυχαίο 
σφάλµα της µέσης τιµής που καλύπτεται µε µία ορισµένη πιθανότητα (συνήθως 68,3 %), ενώ 
το εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος του οργάνου καλύπτεται µε πιθανότητα 100 % και θέλει 
άλλον χειρισµό, προκειµένου να διασφαλιστεί η εγγύηση και της έµµεσης µέτρησης. 
         Όταν στις πειραµατικές τιµές δεν αναµένεται διασπορά, τότε η µέτρηση γίνεται µονό µία 

φορά, όπου στην επεξεργασία των πειραµατικών δεδοµένων προβάλει το σφάλµα του οργάνου, 
που είναι εγγυηµένο. Στην περίπτωση αυτή το αποτέλεσµα της µαθηµατικής επεξεργασίας 
πρέπει να είναι εξίσου αξιόπιστο και εγγυηµένο (εγγύηση 100 %), όπως και οι τιµές που 
ελήφθησαν σε άµεσες µετρήσεις.  
        Τονίζουµε, ότι η εγγύηση της έµµεσης µέτρησης πρέπει να είναι διασφαλισµένη! Στην 
αντίθετη περίπτωση η µέτρηση είναι αναξιόπιστη, καθώς δεν µπορούµε να εγγυηθούµε ότι η 
πραγµατική τιµή του µετρούµενου µεγέθους βρίσκεται εντός του δηλωµένου διαστήµατος 
σφάλµατος.  
 
5.1.  Εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος στις 4 αριθµητικές πράξεις 
 

Θα εξετάσουµε πρώτα την έµµεση µέτρηση στις 4 αριθµητικές πράξεις µε προσεγγιστικούς 
αριθµούς.  
        Έστω ότι στις δύο προσεγγιστικές τιµές a και b, που µετρήθηκαν άµεσα, τα εγγυηµένα 
διαστήµατα σφαλµάτων είναι εa και εb, αντίστοιχα. Θα αναφέρουµε (η απόδειξη γίνεται στο 
Παράρτηµα) το εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος της αριθµητικής πράξεις, όταν στους δύο 
προσεγγιστικούς αριθµούς, οι ακριβείς τιµές των σφαλµάτων, ∆a και ∆b, έχουν άγνωστη τιµή 

και πρόσηµο. Θα εξετάσουµε πρώτα την πρόσθεση. 
 
5.2.  Πρόσθεση προσεγγιστικών αριθµών 
 

Έστω άθροισµα u = a + b. Όταν στους προσεγγιστικούς αριθµούς a και b τα σφάλµατα είναι 
τυχαία, δηλαδή είναι σaµ και σbµ, αντίστοιχα, τότε το σφάλµα του αθροίσµατος υπολογίζεται 
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ακολουθώντας το γεωµετρικό κανόνα πρόσθεσης (βλ. Πίνακα 3, σελ. 156). Όταν όµως τα δύο 
σφάλµατα είναι εγγυηµένα διαστήµατα εa και εb, µε άγνωστες τιµές και πρόσηµα των ακριβή 
σφαλµάτων, ∆a και ∆b, τότε προκειµένου στο άθροισµα το διάστηµα σφάλµατος να είναι 
εγγυηµένο, για τον υπολογισµό του σφάλµατος εu γίνεται χρήση του αριθµητικού κανόνα 
πρόσθεσης (βλ. Παράρτηµα 8.1, σελ. 115):  
 

εu = εa+ εb                                                              (11) 
 

        Για µεγάλο αριθµό προσθετέων ai (u = ∑ ai, βλ. Παράρτηµα 8.1, σελ. 115) η σχέση (11) 
γενικεύεται στη σχέση: 

εu = ∑εi                                                             (11α) 
ή 

εu = nε,                                                             (11β) 
 

όταν όλοι οι προσεγγιστικοί αριθµοί ai έχουν ίδιο εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος ε. 
        Παράδειγµα πρόσθεσης προσεγγιστικών αριθµών. Μετρήσεις µε µικρόµετρο (ψ = 0,01 
mm). Έστω δύο προσεγγιστικοί αριθµοί, a και b, όπου:  
 

a = 1,64 ± 0,01 (mm)    και    b = 2,36 ± 0,01 (mm). 
 

Έστω ακόµη ότι στους δύο προσεγγιστικούς αριθµούς τα διαστήµατα σφαλµάτων είναι 
εγγυηµένα.  
Λύση. Το άθροισµα των δύο αριθµών υπολογίζεται κανονικά: 
 

u = a + b = 1,64 mm + 2,36 mm = 4,….  mm, 
 

ενώ το εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος του αθροίσµατος υπολογίζεται από τη σχέση: 
 

εu = εa+ εb = 0,01 mm + 0,01 mm = 0,02  mm. 
 

        Η σωστή παράσταση του αθροίσµατος είναι:  
 

u = 4,00 ± 0,02  (mm), 
 

παρότι στο κοµπιουτεράκι, το άθροισµα εµφανίζεται ως 4. 
Σηµείωση. Η σχέσεις (11α) ή η (11β) πρέπει να χρησιµοποιούντα όταν ο αριθµός των 
προσθετέων είναι µικρότερος του 6. Όταν ο αριθµός τους είναι µεγάλος, για παράδειγµα 100 ή 
300, η χρήση της σχέσης (11α) οδηγεί σε µεγάλη υπερεκτίµηση του διαστήµατος σφάλµατος, 
καθώς προϋποθέτει ότι στους 100 ή 300 προσθετέους οι ακριβείς τιµές των σφαλµάτων έχουν 

ίδιο πρόσηµο και µέγιστη τιµή. Σε µικρό αριθµό προσθετέων η κατάσταση αυτή είναι πιθανή, 
ωστόσο όταν ο αριθµός τους είναι µεγάλος, πιο πιθανό είναι περίπου τα µισά σφάλµατα να 
έχουν αντίθετο πρόσηµο και να αναιρούνται µερικώς. Στις περιπτώσεις αυτές είναι 
προτιµότερη η στατιστική εκτίµηση του διαστήµατος σφάλµατος.  
        Για την απλή περίπτωση όπου όλοι οι προσθετέοι έχουν ίδιο εγγυηµένο διάστηµα 
σφάλµατος ε, η σχετική ανάλυση (βλ. Παράρτηµα Π12, σελ. 121) οδηγεί στο συµπέρασµα ότι 
µε πιθανότητα Ρ = 99,73 %, το σφάλµα των n προσθετέων δεν υπερβαίνει την τιµή  
 

nεεu 3= . 
 

        Αν, για παράδειγµα, οι προσθετέοι είναι 300 (n = 300) και τα σφάλµατα όλων είναι 0,01 
(ε = 0,01), η αριθµητική πρόσθεση των εi οδηγεί στην τιµή  
 

εu = nε = 300×0,01 = 3, 
 

ενώ από την στατιστική εκτίµηση προκύπτει η τιµή 
 

3,0300301,03 =××== nεεu . 
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Βλέπουµε ότι η στατιστική εκτίµηση του σφάλµατος, που είναι πιο κοντά στην πραγµατική, 
είναι 10 φορές µικρότερη από αυτή που δίνει η αριθµητική πρόσθεση των σφαλµάτων. 
 
5.3.  Αφαίρεση προσεγγιστικών αριθµών  
 

Έστω ότι u = a – b. Και στην αφαίρεση, για το εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος ισχύει ο ίδιος 
κανόνας µε αυτόν της πρόσθεσης (βλ. Παράρτηµα 8, σελ. 115):  

 

εu = εa + εb.                                                            (12) 
 

Παράδειγµα αφαίρεσης προσεγγιστικών αριθµών. 
Έστω ότι αφαιρούµε δύο προσεγγιστικούς αριθµούς, τους a και b, όπου: 

 

a = 1,640 ± 0,005 (mm)   και   b = 2,360 ± 0,005 (mm) 
 

(µέτρηση µε µικρόµετρο, µε εκυρ = 0,005 mm και εαν = «0», δηλαδή ο δείκτης βρίσκεται πάνω 
στη χαρακιά ακριβώς).  
Λύση. Η διαφορά των δύο αριθµών υπολογίζεται κανονικά: 

 

u = a − b = 1,640 − 2,360 = − 0,720….  (mm), 
 

ενώ το εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος αυτής της διαφοράς υπολογίζεται από τη σχέση: 
 

εu = εa+ εb = 0,005 mm + 0,005 mm = 0,01  mm. 
 

        Η σωστή παράσταση του αποτελέσµατος είναι:  
 

u = −0,72 ± 0,01  (mm),  δ ≈ 1,4 %. 
 

        Προσοχή! Η αφαίρεση, ως µαθηµατική πράξη οδηγεί σε µεγάλη µείωση της ακρίβειας της 
έµµεσης µέτρησης όταν οι δύο αριθµοί έχουν σχεδόν ίδια τιµή.  
        Όταν στο προηγούµενο παράδειγµα ο δεύτερος αριθµός είναι 1,62, τότε η διαφορά των 2 
αριθµών είναι  

1,64 – 1,62 = 0,02, 
 

ενώ το σφάλµα της διαφοράς παραµένει 0,01, που τώρα είναι 50 % της διαφοράς (!!!). 
        Σε προβλήµατα όπως αυτό, προκειµένου η αφαίρεση 2 περίπου ίδιων προσεγγιστικών 
αριθµών να µην οδηγεί σε µεγάλη απώλεια της ακρίβειας, πριν τον υπολογισµό, η αρχική 
αλγεβρική σχέση πρέπει να τροποποιηθεί κατάλληλα.  
        Για παράδειγµα, έστω ότι ζητείται να υπολογιστεί η τιµή και το σφάλµα της διαφοράς:  
 

sxsx
  u

+
−

−
=

11
, 

όπου  
x = 100   και   s = 1. 

 

Στο πρόβληµα αυτό η τιµή της s έχει µηδενικό σφάλµα, ενώ το σφάλµα στο x δεν υπερβαίνει 
το 1 % (x = 100 ± 1).  
        Στον άµεσο υπολογισµό, η τιµή της διαφοράς είναι  
 

0002,0
101

1
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1

1100
1

1100
111

=−=
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−
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+

−
−

=
sxsx

  u , 

 

ενώ για να υπολογίσουµε το σφάλµα της διαφοράς, θα λάβουµε υπόψη το γεγονός ότι τα δύο 
κλάσµατα είναι εσφαλµένα, επίσης κατά 1 %, δηλαδή διατηρούν το σχετικό σφάλµα του 
αριθµού x. Καθώς x >> s, η παραπάνω παρατήρηση οδηγεί σε σφάλµατα τύπου: 
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0001,0
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01,01 =≈
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 ε , 

 

από τα οποία προκύπτει ότι το σφάλµα της διαφοράς είναι  
 

εu = ε1 + ε2 = 0,0001 + 0,0001 = 0,0002. 
 

        Στον άµεσο υπολογισµό, το αποτέλεσµα σηµειώνεται ως 
 

u = 0,0002 ± 0,0002, 
 

όπου το σφάλµα είναι όσο και η τιµή (!!!): 
 

1
0002,0
0002,0

===
u
ε

δ u
u    ή   100 %. 

 

        Από το αποτέλεσµα αυτό βλέπουµε ότι ο άµεσος υπολογισµός της διαφοράς οδηγεί σε 
µεγάλη απώλεια της ακρίβειας (100 φορές !!!) των αρχικών αριθµών, που είναι 1 %.  
        Στο συγκεκριµένο πρόβληµα, αυτό που κάνει τα δύο κλάσµατα σχεδόν ίσα είναι ο 
µεγάλος κοινός όρος x (x = 100), τον οποίο, µε κατάλληλους µετασχηµατισµούς της αρχικής 
σχέσης είναι σκόπιµο να απαλείψουµε. 
        Μία δοκιµασµένη µέθοδο είναι η ανάλυση των 2 κλασµάτων σε σειρές Teilor:  
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στις οποίες θα αγνοηθούν οι λόγοι s/x που βρίσκονται σε δύναµη µεγαλύτερη από την πρώτη, 
καθότι στην πρώτη δύναµη ο λόγος s/x είναι της τάξης 0,01. 
         Αντικαθιστώντας, η διαφορά u µπορεί να σηµειωθεί ως  
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στην οποία απαλείφθηκε ο κοινός µεγάλος όρος 1, όταν τον συγκρίνουµε µε το πηλίκο s/x. 
        Για την τιµή της διαφοράς, η µετασχηµατισµένη σχέση δίνει  
 

0002,0
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1
2

2
22 =×==

x
s

  u , 

 

ενώ στον υπολογισµό του σφάλµατος θα λάβουµε υπόψη το γεγονός ότι το σχετικό σφάλµα 
του κλάσµατος  2s/x2  διατηρεί το σχετικό σφάλµα του x, αλλά λόγου του ότι το x είναι στο 
τετράγωνο, το σχετικό σφάλµα είναι 2 φορές µεγαλύτερο: 
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        Από το σχετικό σφάλµα, εύκολα υπολογίζουµε το εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος του 
κλάσµατος 2s/x2: 
 

000004,002,00002,002,0
2

2 =×=×=×=
x

s
δuε uu . 

 

        Για την τιµή και το σφάλµα, η µετασχηµατισµένη σχέση δίνει: 
 

u = 0,000200 ± 0,000004 
ή 

u = (2,00 ± 0,04)x10-4, 
 

µε σχετικό σφάλµα 2 %, το οποίο είναι 50 (!!!) φορές καλύτερο από το 100 % που δίνει ο 
άµεσος υπολογισµός της διαφοράς και του σφάλµατος. 
 
Σηµείωση. Όταν αφαιρούνται 2 περίπου ίσοι προσεγγιστικοί αριθµοί, σε ίδια θεαµατική 
βελτίωση της ακρίβειας του αποτελέσµατος οδηγεί και ο µετασχηµατισµός της αρχικής σχέσης 
που γίνεται µε τον ακόλουθο τρόπο: 
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ο οποίος, όµως, είναι κάπως ειδικός και ενδείκνυται στη συγκεκριµένη αυτή περίπτωση.  
        Ο µετασχηµατισµός της αρχικής σχέσης µέσω των σειρών Teilor είναι προτιµότερος, 
καθώς είναι γενικότερος και µπορεί να εφαρµοστεί σε κάθε περίπτωση.  
 
5.4.  Πολλαπλασιασµός δύο προσεγγιστικών αριθµών 
 

Έστω γινόµενο δύο προσεγγιστικών αριθµών: 
 

u = ab. 
 

        Στο γινόµενο, το εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος υπολογίζεται από τη σχέση:  
 

abu εbεaε += ,                                                          (13) 
 

όπου εa και εb είναι τα εγγυηµένα διαστήµατα σφαλµάτων των 2 αριθµών. 
 

Παράδειγµα πολλαπλασιασµού δύο προσεγγιστικών αριθµών 
 

Έστω ότι σε ένα κλειστό ηλεκτρικό κύκλωµα, η πτώση τάσης στην ωµική αντίσταση είναι  
 

U = 2,42 ± 0,02 (V), 
 

ενώ το συνεχές ρεύµα που τη διαρρέει είναι  
 

I = 1,21 ± 0,01 (Α). 
 

        Τα ακόµη ότι τα δύο διαστήµατα σφαλµάτων είναι εγγυηµένα. Να υπολογιστεί η 
εκλυόµενη στην αντίσταση θερµότητα, όπως και το σφάλµα της. 
Λύση. Η εκλυόµενη ηλεκτρική ισχύς υπολογίζεται κανονικά και είναι  
 

P = UI = 2,42×1,21 (VA) = 2,928.. W, 
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ενώ το σφάλµα αυτής της έµµεσης µέτρησης δεν υπερβαίνει την τιµή  
 

UIabu IεUεεbεaε ++ ==  = 2,42×0,01 (W) + 1,21×0,02 (W) = 0,0484 W.  
 

        Η σωστή παράσταση του αποτελέσµατος µε 2 ψηφία στο σφάλµα, που είναι επιτρεπτή, 
είναι 

P = 2,928 ± 0,048 (W),      δΡ = 1,7 %, 
 

η οποία όµως δηµιουργεί πλασµατική εικόνα µεγαλύτερης ακρίβειας του γινοµένου, 
συγκρινόµενη µε την ακρίβεια των αρχικών τιµών της U και του I, που είναι κάπως αφύσικό. 
Φυσικό είναι το γινόµενο να έχει ίδια ή µικρότερη ακρίβεια των αρχικών τιµών.  
        Το ζήτηµα της πλασµατικής ακρίβειας αντιµετωπίζεται όταν η παράστασή του 
αποτελέσµατος είναι όµοια µε τις αρχικές τιµές, δηλαδή όταν η παράσταση του σφάλµατος 
περιλαµβάνει µόνο ένα ψηφίο. Έτσι, στρογγυλεύοντας το σφάλµα προς 1 ψηφίο, η σωστή 
(σωστότερη) παράσταση του αποτελέσµατος είναι  
 

P = 2,93 ± 0,05 (W),   δΡ = 1,7 %. 
 
5.4.1.  Εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος γινοµένου. Απόδειξη 
 

Για να σχηµατίσει ο αναγνώστης µία ιδέα για το πώς από το Γενικό ορισµό του σφάλµατος 
προκύπτουν οι σχέσεις των σφαλµάτων στις 4 αριθµητικές πράξεις, τη σχέση για το γινόµενο 
θα την αποδείξουµε και εδώ. Στις άλλες 3 αριθµητικές πράξεις, οι συλλογισµοί είναι όµοιοι 
(βλ. Παράρτηµα 8, σελ. 115). 
        Έστω δύο προσεγγιστικοί αριθµοί a και b, τα εγγυηµένα διαστήµατα σφαλµάτων των 
οποίων είναι εa και εb, αντίστοιχα. Θα υπολογίσουµε το εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος εu, 
του γινοµένου u = ab. 
Λύση. Έστω, ότι οι ακριβείς τιµές των προσεγγιστικών a και b είναι Α και Β, αντίστοιχα. Έστω 
ότι a > 0 και b > 0. Θα υποθέσουµε ακόµη ότι τα πρόσηµα των ακριβή σφαλµάτων ∆a και ∆b 
είναι άγνωστα. 
        Η ακριβής τιµή του γινοµένου είναι U = AB και αναλύεται ως:  

 

U = AB = (∆а + a)(∆b + b) = u + a∆b + b∆a + ∆a∆b,                              (14) 
 

ενώ το ακριβές σφάλµα του γινοµένου είναι 
 

U – u = a∆b + b∆a + ∆a∆b,                                                 (15) 
 

όπου ∆a και ∆b είναι οι ακριβείς τιµές σφαλµάτων των a και b, αντίστοιχα. 
        Επειδή οι τιµές ∆a και ∆b είναι µικρές, το γινόµενο ∆a∆b στην παραπάνω σχέση µπορεί να 
αγνοηθεί. Στην προσέγγιση αυτή, η σχέση (15) γίνεται:  
 

U – u = a∆b + b∆a.                                                       (16) 
 

        Αν περάσουµε στα µέτρα των ∆a  και ∆b, θα προκύψει η ανισότητα:  
 

abu bauU ∆∆≤−∆ += ,                                                   (17) 
 

η οποία µόνο θα ενισχυθεί, αν τα µεγέθη ∆a και ∆b αντικατασταθούν µε τα άνω όριά τους, 
δηλαδή τις τιµές εa και εb, αντίστοιχα (│∆a│≤ εa και │∆b│≤ εb). Έτσι προκύπτει η ανισότητα: 

 

ababu babauU εε +≤+= ∆∆≤−∆ .                                        (18) 
 

        Τελικά, για εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος του γινοµένου µπορούµε να θέσουµε το δεξί 
µέρος της παραπάνω σχέσης. Αυτό δίνει:  
 

abu ba εεε += .                                                         (19) 
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        Γενικότερα, όταν στο γινόµενο τα πρόσηµα των a και b διαφέρουν, στη σχέση για το 
εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος συµµετέχουν τα µέτρα των a και b: 

 

abu ba εεε += .                                                           (20) 
 

Σηµείωση. Η σχέση (19) θυµίζει το διαφορικό δύο µεταβλητών που πολλαπλασιάζονται:  
 

du = d(ab) = adb + bda   ή   ∆u = ∆(ab) = a∆b + b∆a.    
 
5.4.2.  Σχετικό εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος πολλαπλασιασµού 
 

Ευκολότερα αποµνηµονεύεται ο τύπος για το σχετικό εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος: 
 

ba
baabu

u
baab

ba

u
δδεεεεεδ +=+=

+
== .                                                 (21) 

Εποµένως,  
bau δδδ ++++==== .                                                                    (22) 

 
5.4.3. Υπολογισµός του σφάλµατος γινοµένου µέσω σχετικών σφαλµάτων 
 

Έστω ότι πολλαπλασιάζονται οι προσεγγιστικοί αριθµοί a και b.  
        Αν τα σχετικά εγγυηµένα διαστήµατα σφαλµάτων των αριθµών αυτών είναι 2 % και 3 %, 
αντίστοιχα, τότε το σχετικό εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος του γινοµένου είναι 
 

δu = δa + δb = 2 % + 3 % = 5 %.   (υπολογίζεται τόσο απλά!) 
 

        Από το σχετικό σφάλµα δu, εύκολα υπολογίζουµε το εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος εu: 
 

uu uδε = . 
 
5.5.  ∆ιαίρεση δύο προσεγγιστικών αριθµών 
 

Έστω ότι u = a/b (b ≠ 0). Στη διαίρεση δύο προσεγγιστικών αριθµών, το διάστηµα σφάλµατος 
είναι εγγυηµένο (βλ. Παράρτηµα 8.4, σελ. 116), όταν αυτό υπολογίζεται από τη σχέση: 
 

2
b

εbεa
ε

ab

u

+
= .                                                          (23) 

 
5.5.1.  Σχετικό εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος διαίρεσης 
 

Και στη διαίρεση, για το σχετικό εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος ισχύει όµοια σχέση µε αυτήν 
του πολλαπλασιασµού:  

ba
ba

ab

u
u δδ

b

ε

a

ε

b

a

b

bεaε

u

ε
δ +=+=

+

==
2

.                                           (24) 

 

        Όπως και στον πολλαπλασιασµό, το σφάλµα µπορούµε να το υπολογίσουµε µε 2 τρόπους: 
από τα εγγυηµένα σφάλµατα της σχέσης (23) ή από τα σχετικά σφάλµατα της σχέσης (24). 
 
5.5.2. Παράδειγµα εφαρµογής της σχέσης (23) 
 

Έστω ότι σε ένα κλειστό ηλεκτρικό κύκλωµα που περιλαµβάνει µία ωµική αντίσταση R, η 
πτώση τάσης στην αντίσταση είναι  

U = 2,42 ± 0,01 (V), 
 

ενώ το συνεχές ρεύµα που τη διαρρέει είναι  
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I = 1,21 ± 0,01 (Α). 
 

Έστω ακόµη ότι τα δύο διαστήµατα σφαλµάτων είναι εγγυηµένα.  
        Από τα δεδοµένα αυτά, να υπολογιστεί η τιµή της αντίστασης, όπως και το εγγυηµένο 
διάστηµα σφάλµατός της.  
Λύση. Η τιµή της αντίστασης υπολογίζεται κανονικά, από τη σχέση  
 

000000,2
A21,1

V42,2
===

I

U
R    (Ω). 

 

Στην τιµή αυτή γράψαµε πολλά µηδενικά, προκειµένου να τη στρογγυλεύσουµε αργότερα, 
όταν υπολογίσουµε το εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος εR. 
         Το εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος υπολογίζεται από τη σχέση (23): 
 

025,00248,0
21,1

01,021,101,042,2
222 <=

×+×
=

+
=

+
=

I
IεUε

b

εbεa
ε UIab

u  

Εποµένως η σωστή παράσταση του αποτελέσµατος είναι  
 

R = 2,000 ± 0,025  (Ω). 
 

5.5.3. Παράδειγµα εφαρµογής της σχέσης (24) 
 

Το σφάλµα του πηλίκου µπορεί να υπολογιστεί και µέσω των σχετικών σφαλµάτων:  
 

21,1
01,0

42,2
01,0

+=+=+== IU
IUR

R δδ
I

ε

U

ε

R

ε
δ  = 0,00413 + 0,00826 = 0,0124   ή περίπου  1,2 %. 

 

(βλ. σχέση 24), από την οποία το εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος υπολογίζεται εύκολα και 
είναι 

εR = RδR = 2×0,0124 (Ω) = 0,0248 Ω < 0,025 Ω. 
 

Εποµένως και εδώ, η σωστή παράσταση του αποτελέσµατος αυτής της έµµεσης µέτρησης είναι  
 

R = 2,000 ± 0,025 (Ω),     δR = 1,2 %. 
 
Σηµείωση. Η επιλογή, το διάστηµα σφάλµατος να παρουσιαστεί µε 1 σηµαντικό ψηφίο οδηγεί 
στην τιµή 0,03, η οποία διογκώνει το διάστηµα σφάλµατος κατά 
 

0,005/025 = 0,20    ή    20 %. 
 

        Αν τόσο µεγάλη διόγκωση το σφάλµατος δεν είναι επιθυµητή, αυτό σηµειώνεται ως έχει, 
δηλαδή ως 0,025. Αν όµως πρόκειται για το τελικό αποτέλεσµα του πειράµατος, η διόγκωσή 
του κατά 20 % µερικές φορές θεωρείται ανεκτή. Στην περίπτωση αυτή το τελικό αποτέλεσµα 
µπορεί να παρουσιαστεί και ως  
 

R = 2,00 ± 0,03 (Ω). 
 

Η τελευταία παράσταση είναι κοµψότερη, αλλά και  σωστότερη, καθώς είναι όµοια µε τις 
αρχικές παραστάσεις του ρεύµατος και της τάσης. Τέτοιες παραστάσεις είναι προτιµότερες. 
 
5.6.  Σφάλµα συνάρτησης προσεγγιστικών µεταβλητών  
 

Σε µία συνάρτηση προσεγγιστικών µεταβλητών f(x1, x2, x3,…xn), όπου οι n µεταβλητές 
µετρήθηκαν άµεσα, µε εγγυηµένα διαστήµατα σφαλµάτων  ε1, ε2, ε3, ε4… εn, αντίστοιχα, όπου 
οι τιµές και τα πρόσηµα των ακριβή σφαλµάτων ∆xi είναι άγνωστα, το εγγυηµένο διάστηµα 
σφάλµατος της συνάρτησης υπολογίζεται από τη σχέση (βλ. Παράρτηµα 9, σελ. 117):  
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        Όπως και στην πρόσθεση των προσεγγιστικών αριθµών, ο αριθµός των προσθετέων όρων 
συνιστάτε να είναι µικρότερος του 6. Η σχετική επιχειρηµατολογία εξετάζεται στο Παράρτηµα 
12, σελ. 121. 
 
5.6.1.  Αριθµητικό παράδειγµα εφαρµογής. Άσκηση 5 (Μέτρηση ιξώδους της γλυκερίνης) 
 

Έστω ότι ζητείται να υπολογιστεί η πυκνότητα µίας µεταλλικής σφαίρας, η µάζα και η 
διάµετρος της οποίας είναι  
 

m = 0,055 ± 0,001 (g)   και   d = 0,236 ± 0,001 (cm), 
 

αντίστοιχα. Στο πείραµα, η µάζα µετρήθηκε µε αναλυτικό ζυγό, ενώ η διάµετρος µετρήθηκε µε 
ένα µικρόµετρο. Τα διαστήµατα ± 0,001 g και ± 0,001 cm είναι εγγυηµένα. 
Λύση. Η πυκνότητα της µεταλλικής σφαίρας υπολογίζεται κανονικά: 
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Πρώτος τρόπος υπολογισµού του σφάλµατος 
 

Το εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος, ερ, θα το υπολογίσουµε από τη σχέση 
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Εποµένως η σωστή παράσταση της έµµεσης αυτής µέτρησης είναι: 
 

)cm/g(25,099,7 3±=ρ . 
 

        Στην έµµεση αυτή µέτρηση το σχετικό εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος είναι  
 

031,0
99,7
25,0

===
ρ

ε
δ ρ

ρ     ή    3,1 %. 

 

Σηµείωση. Στο κείµενο της Άσκησης 5 (Μέτρηση ιξώδους γλυκερίνης) προτείνεται να 
θεωρηθεί αµελητέο το σφάλµα της διαµέτρου.  
        ∆εν είναι δικαιολογηµένη αυτή η πρόταση, καθότι όπως προκύπτει από τη λύση, ο όρος 
0,102 της διαµέτρου είναι όντως µικρότερος του όρου 0,145, της µάζα, αλλά όχι σε τέτοιο 
βαθµό που να θεωρηθεί αµελητέος. 
 

∆εύτερος τρόπος υπολογισµού, µέσω των σχετικών σφαλµάτων 
 

Ο υπολογισµός του σφάλµατος στην πυκνότητα µπορεί να γίνει και µέσω των σχετικών 
σφαλµάτων (του πηλίκου 6εm/πd3), που είναι ευκολότερος: 
 

031,0
236,0
001,0

3
055,0
001,0

33
6

366

3

43
≈+=+=+=

π

π
×

+
π== dm

dm

d

ρ

ρ δ
dm

d

m

d

m

d
δ δ

εε
εε

ε
m

ρ
. 

 

)cm/g(25,0031,0x99,7 3≈== ρρ ρδε . 
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)cm/g(25,099,7 3±=ρ . 
 

       Εδώ η ακρίβεια ή το σχετικό σφάλµα της µέτρησης είναι της τάξης  
 

0,25/7,99 ≈ 3,1 %, 
 

όπως άλλωστε αναµενόταν, καθότι στη µάζα το σχετικό σφάλµα είναι  
 

0,001/0,055 
 

ή περίπου 1,8 %, ενώ στον όγκο της σφαίρας το σχετικό σφάλµα είναι 3 φορές µεγαλύτερο της 
διαµέτρου, που είναι  

0,001/0,236 ≈ 0,4 %. 
 

        Αν προσθέσουµε τα δύο σχετικά σφάλµατα, σε µία πρόχειρη εκτίµηση θα λάβουµε την 
τιµή  

1,8 % + 3×0,4 % = 3 %, 
 

που είναι πολύ κοντά στο σχετικό διάστηµα σφάλµατος που υπολογίσαµε µε µεγαλύτερη 
σχολαστικότητα. 
 
 
6.  Γενικότεροι κανόνες παράστασης του σφάλµατος  
 

Στους χρήσιµους κανόνες που αναφέρονται στον εργαστηριακό οδηγό, θα προσθέσουµε 2 
ακόµη. 
 

Κανόνας 1. Προκειµένου να µην παραβιαστεί η βασική ανισότητα a − εa ≤ Α ≤ a + εa και 
εκπέσει η εγγύηση, στις µαθηµατικές πράξεις µε προσεγγιστικούς αριθµούς, αλλά και στον 
ορισµό του εa, ο αριθµός εa πρέπει να στρογγυλεύεται µόνο προς τις υψηλότερες τιµές, καθότι 
στην Εφαρµοσµένη Φυσική και Υψηλή Τεχνολογία η εγγύηση του αποτελέσµατος µέτρησης 
είναι παράγον σπουδαιότερος από το διάστηµα του σφάλµατος, το οποίο επιδιώκεται να είναι 
όσο το δυνατόν µικρότερο. 
 

Παράδειγµα 1:      εa = 0,06831 ≈ 0,07.  
 

Παράδειγµα 2:      εa = 0,06421 ≈ 0,064.  
 

Στο παράδειγµα 2, η στρογγυλοποίηση προς 0,06 δεν είναι επιτρεπτή, καθώς εδώ ελλοχεύει ο 
κίνδυνος η πραγµατική τιµή να βρεθεί εκτός του δηλωµένου διαστήµατος και έτσι να εκπέσει η 
εγγύηση.  
 

Παράδειγµα 3:       εa = 0,06421. 
 

Αν για κάποιο λόγο το εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος πρέπει να παρουσιαστεί µε ένα 
σηµαντικό ψηφίο, ο αριθµός 0,06421 πρέπει να στρογγυλεύεται προς 0,07!  
 

Κανόνας 2. Στις έµµεσες µετρήσεις, είναι προτιµότερο η τιµή και το σφάλµα να έχουν όµοια 

παράσταση µε τις αρχικές τιµές που µετρήθηκαν άµεσα, καθότι η µαθηµατική επεξεργασία των 
προσεγγιστικών αριθµών σπάνια παράγει αριθµούς µεγαλύτερης ακρίβειας. Συνήθως, η 
ακρίβειά τους είναι µικρότερη! 
 
6.1.  Σίγουρα και αµφίβολα ψηφία του προσεγγιστικού αριθµού 
 

Στους προσεγγιστικούς αριθµούς είναι πολύ χρήσιµη η έννοια των σίγουρων ψηφίων, καθώς 
είναι καθιερωµένο, στην παράσταση των προσεγγιστικών αριθµών να συµµετέχουν µόνο τα 
σίγουρα ψηφία.  
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        Έστω ότι ο προσεγγιστικός αριθµός  a  δίδεται σε δεκαδική µορφή: 
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Ορισµός. Τα πρώτα n ψηφία του δεκαδικού αριθµού είναι σίγουρα, όταν αυτός αποκλίνει από 
την πραγµατική τιµή λιγότερο ή, το πολύ, κατά µισή µονάδα της n - οστής δεκαδικής τάξης της 
παράστασής του. Εποµένως, όταν είναι γνωστό ότι  
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τότε στον αριθµό  
 

)1(
)1(

2
2

1
1 10...101010 −−

−−
−

−
−

− ⋅++⋅+⋅+⋅= nm

nm

m

m

m

m

m

m aaaaa , 
 

τα πρώτα n ψηφία:    am, am-1, am-2,……am-(n-1),    είναι σίγουρα ψηφία. 
 

Παράδειγµα προσδιορισµού των σίγουρων ψηφίων 
Έστω ότι η τιµή a = 35,97 είναι προσέγγιση της ακριβής Α = 36.  
        Να εντοπιστούν τα σίγουρα ψηφία του προσεγγιστικού αριθµού a = 35,97. 
Λύση. Καθώς το ακριβές σφάλµα των δύο όρων είναι  
 

03,0=− Aa , 
συµπεραίνουµε ότι  

,1,0
2
1

05,003,0A ×=<=−a  

 

δηλαδή τα δέκατα του αριθµού 35,97 είναι σίγουρα. Εποµένως, οι δεκάδες, οι µονάδες και τα 
δέκατα του αριθµού 35,97 είναι σίγουρα ψηφία, ενώ αµφίβολα είναι µόνο τα εκατοστά και, 
όπως βλέπουµε, κατά 3 µονάδες. Συνεπώς, η προσεγγιστική τιµή 35,97 έχει 3 σίγουρα ψηφία 
(το 3, το 5 και το 9) και ένα αµφίβολο (το 7). 
 
6.2.  Σηµαντικά ψηφία του προσεγγιστικού αριθµού 
 

Στον εργαστηριακό οδηγό δίνεται ο ορισµός των σηµαντικών ψηφίων, που είναι σωστός, 
ωστόσο ο ορισµός αυτός αναφέρεται στους κοινούς (ακριβείς) αριθµούς. Στον προσεγγιστικό 
αριθµό, σηµαντικά θεωρούνται (είναι) µόνο τα σίγουρα ψηφία. Εποµένως, τα αµφίβολα ψηφία 
του προσεγγιστικού αριθµού δεν συγκαταλέγονται στα σηµαντικά. 
 
6.3.  ∆εύτερο κριτήριο σίγουρων ψηφίων, πιο απλό!  
 

Πιο απλό είναι το εξής κριτήριο: όταν η αµφιβολία της αµφίβολης δεκαδικής τάξης είναι πάνω 

από 5 µονάδες, τότε αµφίβολο είναι και το ψηφίο της προηγούµενης δεκαδικής τάξης. 
 

 
Πρώτο παράδειγµα εντοπισµού των σίγουρων ψηφίων 
Έστω παράσταση προσεγγιστικής τιµής σε µορφή: 
 

d = 6,412 ± 0,003 (mm). 
 

        Στο παράδειγµα αυτό, αµφίβολα είναι τα χιλιοστά της τιµής, κατά 3 µονάδες. Εποµένως 
εδώ τα σίγουρα ψηφία είναι το 6, το 4 και το 1, ενώ το ψηφίο 2 είναι αµφίβολο.  
 

∆εύτερο παράδειγµα εντοπισµού των σίγουρων ψηφίων 
Έστω παράσταση προσεγγιστικής τιµής σε µορφή: 

 

d = 6,412 ± 0,007 (mm). 
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         Στην προσεγγιστική τιµή 6,412, ακόµη και τα εκατοστά έπαψαν να είναι σίγουρα, επειδή 
η αβεβαιότητα των χιλιοχτών είναι πάνω από 5 µονάδες. Συνεπώς, στην τιµή 6,412 αµφίβολα 
δεν είναι µόνο τα χιλιοστά, αλλά και τα εκατοστά. Συµπεραίνουµε ότι η προσεγγιστική τιµή 
6,412 περιέχει 2 σίγουρα (το 6 και το 4) και δύο αµφίβολα ψηφία (το 1 και το 2).  
 

Τρίτο παράδειγµα εντοπισµού των σίγουρων ψηφίων 
Έστω παράσταση προσεγγιστικής τιµής σε µορφή: 
 

d = 6,4123 ± 0,0074 (mm), 
 

που είναι επιτρεπτή.  
        Εδώ σίγουρα είναι µόνο τα ψηφία 6 και 4, καθώς τα τελευταία 3 ψηφία είναι αµφίβολα. 
Παρόµοιες παραστάσεις της τιµής και σφάλµατος, παρότι είναι επιτρεπτές, είναι προτιµότερο 
να τις αποφεύγουµε, καθώς  
 

είναι άσκοπο, παράλογο και παραπλανητικό, στην τιµή να συµµετέχουν 3 αµφίβολα ψηφία! 
 

        Σε ιδανική παράσταση της τιµής, αυτή περιλαµβάνει µονό 1 αµφίβολο ψηφίο. Επιτρεπτή 
είναι και η παράσταση µε 2 αµφίβολα ψηφία. Οριακά, µε 3, όταν οι αριθµοί αυτοί 
χρησιµοποιούνται σε ενδιάµεσους υπολογισµούς. 
 

Σηµείωση. Στις περισσότερες περιπτώσεις τα σίγουρα ψηφία συµπίπτουν µε τα ψηφία της 
πραγµατικής τιµής, αλλά αυτό δεν είναι απαραίτητο και δε συµβαίνει πάντα. Έτσι, για 
παράδειγµα, όταν αντί της ακριβής τιµής, 10, χρησιµοποιούµε την προσεγγιστική 9,998, τότε 
λέµε ότι στην τιµή 9,998 σίγουρα είναι τα πρώτα τρία ψηφία, έστω αν κανένα από αυτά δε 
συµπίπτει µε τα ψηφία της ακριβής.  
 
 
7.  «Σφάλµατα» τυχαίων τιµών (σ >> ∆οργ). Αβεβαιότητα της µέσης τιµής 
 

Σε γενικές γραµµές, η ανάλυση του τυχαίου σφάλµατος (αβεβαιότητας) δίνεται σε επαρκή 
έκταση στα εργαστηριακά εγχειρίδια. Σε σχέση, όµως, µε την προηγούµενη ύλη, ένα µικρό 
πρόβληµα µε την εγγύηση δηµιουργείται στις τυχαίες τιµές, καθώς σε τιµές που υπακούουν, 
για παράδειγµα, στην κανονική κατανοµή, το σφάλµα της µέσης τιµής δεν µπορούµε να 
εγγυηθούµε µε σιγουριά 100 %. Μπορούµε να ορίσουµε σιγουριά µέτρησης (επίπεδο 
εµπιστοσύνης) 95,5 % (2σµ),   99,7 %  (3σµ)   ή   99,994 % (4σµ), αλλά όχι 100 %. Στη σιγουριά 
100 % αντιστοιχεί άπειρο διάστηµα εµπιστοσύνης (∞σµ). 
        Η ανάλυση των τυχαίων τιµών αφορά το δεύτερο όρο της βασικής αρχής της 
Μετρολογίας, δηλαδή τον όρο ∆τυχ και γίνεται σε προσέγγιση ιδανικών µετρητών. Αντίστοιχα, 
η ανάλυση του µέρους του σφάλµατος που οφείλεται στο σφάλµα του οργάνου γίνεται σε 
προσέγγιση απόλυτης επαναληψιµότητας των αποτελεσµάτων µέτρησης. Οι παραδοχές αυτές 
επιτρέπουν τον ξεχωριστό υπολογισµό των δύο συνιστωσών, όταν αυτές συνυπάρχουν.  
        Στις εργαστηριακές εκθέσεις των φοιτητών, η ανάλυση του σφάλµατος δεν πρέπει να 
σταµατά στον υπολογισµό του σφάλµατος της µέσης τιµής, καθώς µε τον υπολογισµό αυτό 
γίνεται µόνο η µισή δουλειά (!). Στο σφάλµα της µέσης τιµής πρέπει να προστεθεί και το µέρος 
του σφάλµατος που οφείλεται στα όργανα, το οποίο είναι συχνά πολύ µεγαλύτερο.  
Όπως τονίσαµε και στην εισαγωγή, εδώ λεπτό σηµείο είναι ο τρόπος πρόσθεσης των δύο 
συνιστωσών. Έτσι, για να µπορούν τα δύο σφάλµατα να προστεθούν, αυτά πρέπει να έχουν ίδια 

ή περίπου ίδια πιθανότητα κάλυψης (confidence level).  
 
7.1.  Μετρήσεις µε µικρές τιµές του n (3 < n < 10) 
 

Ένας ακόµη λόγος που συµβάλει στην υποεκτίµηση του τυχαίου «σφάλµατος» (αβεβαιότητας 
της µέσης τιµής) είναι ο µικρός αριθµός του n στις µετρήσεις. Στην εργαστηριακή πρακτική, 
είναι συνήθως 5 ή 6.  
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        Τονίζουµε, ότι στον εργαστηριακό οδηγό και στα εργαστηριακά εγχειρίδια των 
πανεπιστηµίων, όλες οι µαθηµατικές σχέσεις επεξεργασίας των τυχαίων σφαλµάτων 
αναφέρονται για µεγάλα n (n ≥ 200). Οι σχέσεις αυτές µπορούν να εφαρµοστούν και σε µικρά 
n (3 < n < 10), αλλά τότε τα στατιστικά µεγέθη που προκύπτουν από τις σχέσεις αυτές έχουν 
απροσδιόριστη πιθανότητα κάλυψης! 
        Στην κανονική κατανοµή των σφαλµάτων και µεγάλες τιµές του n (θεωρητικά άπειρες), 
το διάστηµα «σφάλµατος» της µέσης τιµής ή το τυπικό σφάλµα, (ονοµάζεται και διάστηµα 

εµπιστοσύνης confidence interval) υπολογίζεται µέσω της γνωστής σχέσης: 
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µσ ,                                                          (26) 

 

το οποίο όµως καλύπτεται µε πιθανότητα 68,3 %, δηλαδή το επίπεδο εµπιστοσύνης (confidence 
level) αυτού του διαστήµατος είναι 68,3 % (Πίνακας 4, σελ. 157). Αντίστοιχα: 
 

-το διάστηµα «σφάλµατος» ± 2σµ (διάστηµα εµπιστοσύνης - confidence interval ± 2σµ) 
καλύπτεται µε πιθανότητα 95,5 % (επίπεδο εµπιστοσύνης - confidence level 95,5 %), 
 

-το διάστηµα «σφάλµατος» ± 3σµ (διάστηµα εµπιστοσύνης - confidence interval ± 3σµ), 
καλύπτεται µε πιθανότητα 99,7 % (επίπεδο εµπιστοσύνης - confidence level 99,7 %),  
 

-το διάστηµα «σφάλµατος» ± 4σµ (διάστηµα εµπιστοσύνης - confidence interval ± 4σµ), 
καλύπτεται µε πιθανότητα 99,994 % (επίπεδο εµπιστοσύνης - confidence level 99,994 %). 
 
7.2.  Συντελεστές Student  
 

Όταν ο αριθµός των µετρήσεων είναι άπειρος (n = ∞), οι πιθανότητες κάλυψης των 
διαστηµάτων ± σµ, ± 2σµ και ± 3σµ είναι 68,3, 95,5, και 99,7 %, αντίστοιχα. Ωστόσο, όταν ο 
αριθµός των µετρήσεων είναι µικρός (3 < n < 10), οι πιθανότητες κάλυψης των παραπάνω 
διαστηµάτων είναι απροσδιόριστες.  
        Πράγµατι, είναι πολύ παρακινδυνευµένο να ισχυριστεί κανείς ότι µε n = 4, το διάστηµα 
«σφάλµατος» ± σµ, που υπολογίζεται από τη σχέση (26) καλύπτεται µε πιθανότητα 68,3 %. Ο 
ισχυρισµός αυτός γίνεται ακόµη πιο επισφαλής όταν εξετάζονται τα διαστήµατα ± 2σµ και  
± 3σµ, οι πιθανότητες κάλυψης των οποίων, για µεγάλα n, είναι 95,5 % και 99,7 %, αντίστοιχα.  
        Το θέµα των µικρών n εξετάστηκε από τον Άγγλο µαθηµατικό William Sealy Gosset, ο 
οποίος µε το ψευδώνυµο Student, το έτος 1908 δηµοσίευσε την εργασία  
 

«The probable error of a mean», 
 

στην οποία έδειξε, ότι σε µετρήσεις µε µικρά n, για να διατηρηθούν οι τιµές των πιθανοτήτων 
αµετάβλητες, δηλαδή να παραµείνουν όπως όταν n = ∞, η ποσότητα σµ πρέπει να 
πολλαπλασιάζεται στους λεγόµενους συντελεστές Student, tn,p, οι οποίοι εξαρτώνται από την 
πιθανότητα κάλυψης Ρ, αλλά και από τον αριθµό µετρήσεων n.  
        Ο Gosset υπολόγισε τους συντελεστές αυτούς, τους οποίους µπορεί να αναζητήσει κανείς 
στους πίνακες συντελεστών Student, µέρος των οποίων δίνονται στον Πίνακα 5 (σελ. 158). Με 
τους συντελεστές Student, το διάστηµα  

∆τυχ = tn,pσµ 
 

αποκτά καθορισµένη (από εµάς) πιθανότητα κάλυψης Ρ. Συνήθως, την πιθανότητα αυτή την 
επιλέγουµε σε επίπεδα 99,73 %, που είναι κοντά στα 100 % των οργάνων.  
        Εποµένως, όταν ο όρος ∆τυχ επρόκειτο να προστεθεί στο σφάλµα του οργάνου που 
καλύπτεται µε πιθανότητα 100 %, προκειµένου η πρόσθεση των 2 όρων να είναι δυνατή, στον 
πίνακα των συντελεστών Student επιλέγουµε τη στήλη µε πιθανότητα Ρ = 99,73 %. 
        Σε µετρήσεις µε µεγάλα n (n ≥ 200) και πιθανότητα κάλυψης του διαστήµατος σφάλµατος 
99,73 %, το τυπικό σφάλµα πρέπει να πολλαπλασιάζετε επί 3 (tn,p = 3): 
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∆τυχ = 3σµ,     n = ∞       Ρ = 99,73 %, 
 

ωστόσο όταν το n είναι µικρό, για παράδειγµα 4, για να ισχύει η πιθανότητα κάλυψης 99,73 %, 
η ποσότητα σµ πρέπει να πολλαπλασιαστεί όχι επί 3, αλλά επί tn,p = 9,44, όπου tn,p είναι ο 
συντελεστής Student για n = 4 και πιθανότητα κάλυψης 99,73 %.  
        Από το παράδειγµα αυτό βλέπουµε ότι σε µετρήσεις µε n = 4, αν αγνοήσουµε τους 
συντελεστές Student, ο πολλαπλασιασµός επί 3, έναντι του tn,p = 9,44, επιφέρει υποεκτίµηση 
του τυπικού σφάλµατος πάνω από 300 %!  
 
7.3.  Τυχαίες τιµές και σφάλµα οργάνου 
 

Σύµφωνα µε τη βασική αρχή της Μετρολογίας, σε µετρήσεις µε κακή επαναληψιµότητα των 
αποτελεσµάτων ai, το ολικό σφάλµα της µέτρησης υπολογίζεται από τη σχέση: 
 

∆ολικό = ∆οργάνου + ∆τυχαίο. 
 

         Ωστόσο όπως τονίσαµε λίγο πιο πάνω, αλλά και στην εισαγωγή, για να είναι το άθροισµα 
αυτό δυνατό, οι δύο όροι πρέπει να έχουν ίδια ή περίπου ίδια πιθανότητα κάλυψης, η οποία 
επεκτείνεται και στο άθροισµά τους.  
        Καθώς ο όρος ∆οργ καλύπτεται µε πιθανότητα 100 %, είναι σκόπιµο, για τον όρο ∆τυχ να 
επιλέγουµε την πιθανότητα κάλυψης 99,73 %, που είναι πολύ κοντά στο 100 % του οργάνου.  
        Σηµειώνουµε ότι οι δύο όροι σφάλµατος είναι ανεξάρτητη µεταξύ τους και εποµένως 
µπορούν να προσδιοριστούν χωριστά, θεωρώντας τον άλλο µηδέν.  
        Σε άµεσες µετρήσεις µε κακή επαναληψιµότητα των αποτελεσµάτων ai, η τυπική απόκλιση 
των οποίων είναι σ, όπου σ ≥ ∆οργ (βλ. Σχ. 8), ως τιµή του µετρούµενου µεγέθους σηµειώνεται 
ο µέσος όρος των ai, δηλαδή το ā, ενώ στο εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος του οργάνου, εa, 
προστίθεται και η αβεβαιότητα του µέσου όρου, δηλαδή το γινόµενο tn,σµ. 
 

Παράδειγµα 1  
Όταν στις µετρήσεις οι τυχαίες τιµές υπακούουν στην κανονική κατανοµή και ο αριθµός των 
µετρήσεων είναι µεγάλος (n ≥ 200), ενώ το αποτέλεσµα µέτρησης επιθυµούµε να το 
«σιγουρέψουµε» µε πιθανότητα κοντά στο 100 %, τότε το αποτέλεσµα µέτρησης σηµειώνεται 
ως: 

Α = ā ± (∆οργ + 3σµ),          Ρ ≥ 99,7 % %,                                     (27) 
 

όπου σµ είναι το τυπικό σφάλµα του µέσου όρου, το οποίο υπολογίζεται από τη σχέση  
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Παράδειγµα 2  
Σε πειράµατα µε µικρό αριθµό µετρήσεων n (3 < n < 10), το αποτέλεσµα µέτρησης 
σηµειώνεται ως:  

Α = ā ± (∆οργ + tn,pσµ),   n = (…),   Ρ ≥ 99,7 % %,                                      (28) 
 

όπου tn,p είναι ο συντελεστής Student, που επιλέγεται από τη στήλη τιµών µε Ρ = 99,73 %. 
 
7.4.  Ιδιαιτερότητα στην ανάγνωση των τυχαίων αποτελεσµάτων ai µε ψηφιακούς µετρητές 
 

Στις τυχαίες τιµές η ανάγνωση των αποτελεσµάτων µέτρησης ai παρουσιάζει µία ιδιαιτερότητα, 
η οποία πηγάζει από τις ιδιότητες της τυπικής απόκλισης και το τυπικό σφάλµα της µέσης 
τιµής. 
        Πράγµατι, ο υπολογισµός της τυπικής απόκλισης σ και του τυπικού σφάλµατος σµ γίνεται 
από τις τυχαίες τιµές ai. Εποµένως η ακρίβεια των παραµέτρων σ και σµ εξαρτάται από την 
ακρίβεια των τιµών ai, που εµπεριέχουν µέσα τους το σφάλµα οργάνου (γai + hr).  
Καθώς, όµως, το σφάλµα οργάνου είναι παρόν και στο µέσο όρο ā (µε ίδια τιµή και πρόσηµο),  
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είναι άξιο προσοχής το γεγονός ότι τα µεγέθη σ και σµ µπορούν να υπολογιστούν µε ακρίβεια 
περίπου 10 φορές (!) µεγαλύτερη από την ακρίβεια των τιµών ai, καθότι στον υπολογισµό της 
σ και σµ συµµετέχουν οι διαφορές των ai και ā, οι οποίες είναι απαλλαγµένες από το σφάλµα 
οργάνου. Το γεγονός αυτό επιτρέπει, οι όποιοι υπολογισµοί των παραµέτρων σ και σµ να 
γίνονται σε προσέγγιση ιδανικών οργάνων, θεωρώντας τα σφάλµατά τους 0. Ούτως ή άλλως, 
στο ολικό σφάλµα, το σφάλµα οργάνου λαµβάνεται υπόψη µε τον όρο ∆οργ.  
        Συνεπώς, προκειµένου η ακρίβεια υπολογισµού (µέτρησης) του τυπικού σφάλµατος σµ να 
γίνει σε επίπεδα της διακριτικής ικανότητας r του ψηφιακού µετρητή, είναι σκόπιµο,  
 

την ένδειξη του οργάνου να τη σηµειώνουµε µε όλα τα ψηφία που βλέπουµε στην οθόνη, 
 

δίχως στρογγύλευµα, διατηρώντας και τα εσφαλµένα ψηφία στις τιµές των ai. Η προτροπή 
αυτή αφορά και τις επαναλαµβανόµενες µετρήσεις του χρόνου, µε το χρονόµετρο χειρός, στο 
οποίο το σφάλµα οργάνου είναι πολύ µικρό (εκυρ ≤ 10−5 %!). Στις µετρήσεις αυτές προβάλει το 
τυχαίο σφάλµα των ανακλαστικών του ανθρώπου, µε άνω όριο 0,1 s στις µεµονωµένες 
µετρήσεις. Έτσι, η ένδειξη 12,48 s πρέπει να σηµειώνεται ως 12,5 ± 0,1 (s), όπου το διάστηµα 
± 0,1 s είναι εγγυηµένο και καλύπτεται µε πιθανότητα 100 %. 
        Παρά ταύτα, καταφεύγοντας στις επαναλαµβανόµενες µετρήσεις µε µεγάλα n, το σφάλµα 
των 0,1 s µπορούµε να το µειώσουµε, καθώς λόγω τυχαίου χαρακτήρα του (ακριβούς) 
σφάλµατος στις µετρήσεις του χρόνου, το σφάλµα της µέσης τιµής έχει µεγάλα περιθώρια να 
µειωθεί, έως τα επίπεδα 10−5 %!  
        Εποµένως στις τυχαίες τιµές του χρόνου ti, η ένδειξη του χρονοµέτρου είναι σκόπιµο να 
σηµειώνεται ως έχει, δίχως να τη  στρογγυλεύουµε στα δέκατα της τιµής, δηλαδή στις ενδείξεις 
πρέπει να σηµειώνονται και τα εκατοστά του δευτερολέπτου, αδιαφορώντας για το γεγονός ότι 
στις τιµές των ti, µεταβάλλονται τυχαία ακόµη και τα δέκατα του δευτερολέπτου.  
 
7.5.  Ιδιαιτερότητα στην ανάγνωση των τυχαίων αποτελεσµάτων ai σε µετρήσεις µε 
                                                 αναλογικούς µετρητές 
 

Και στους αναλογικούς µετρητές η ανάγνωση των τυχαίων αποτελεσµάτων ai παρουσιάζει την 
ίδια ιδιαιτερότητα, παρότι εδώ το κέρδος στην ακρίβεια δεν είναι τόσο µεγάλο. Έτσι, στις 
τυχαίες τιµές, 
 

το αποτέλεσµα µέτρησης ai το σηµειώνουµε, εκτιµώντας και τα κλάσµατα της ψ/2, 
 

δίχως στρογγύλευµα ή ψηφιοποίηση της ένδειξης, αδιαφορώντας για το γεγονός ότι το 
τελευταίο ψηφίο στις τιµές ai είναι εσφαλµένο και σε µεγάλο βαθµό αµφίβολο.  
        Η προτροπή αυτή πηγάζει από το γεγονός ότι στον υπολογισµό της σµ συµµετέχουν οι 
διαφορές των τιµών ai και ā, οι οποίες είναι απαλλαγµένες από το σφάλµα οργάνου, αλλά και 
σε µικρότερο βαθµό πάσχουν από την αβεβαιότητα µε την οποία έγινε η εκτίµηση του 
κλάσµατος της ψ/2. Συνεπώς, ο υπολογισµός του όρου ∆τυχ µπορεί να γίνει αγνοώντας τα 
σφάλµατα του αναλογικού οργάνου, θεωρώντας το όργανο ιδανικό. Ούτως ή  
άλλως και εδώ, το σφάλµα οργάνου λαµβάνεται υπόψη στο ολικό σφάλµα µε τον όρο ∆οργ. 
 
 
8.  Βέλτιστος αριθµός µετρήσεων no (noptimum) 
 

Στο πρόβληµα αυτό, όπως και σε πολλά άλλα, σε αυτοµατοποιηµένες µετρήσεις µε 
υπολογιστές σηµείο αναφοράς είναι το σφάλµα του οργάνου ή του A/D Converter (analog to 
digital converter) 
        Στις αυτοµατοποιηµένες µετρήσεις, ο αριθµός των µετρήσεων µπορεί να είναι πολύ 
µεγάλος. Ωστόσο όταν οι πειραµατικές τιµές υφίστανται έντονη διασπορά, προκειµένου να µην 
υπερφορτώνεται η µνήµη του υπολογιστή, ο αριθµός των πειραµατικών τιµών που επιλέγονται 
πρέπει να είναι συσχετισµένος µε το σφάλµα του οργάνου.  
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        Πέραν του αριθµού αυτού η βελτίωση της ακρίβειας µέτρησης αρχίζει να γίνεται 
ασήµαντη, καθώς στο άθροισµα  

∆ολικο = ∆οργ + ∆τυχ, 
 

ο µεγάλος αριθµός µετρήσεων n βελτιώνει τον τυχαίο όρο ∆τυχ, ωστόσο το σφάλµα του 
οργάνου δεν το επηρεάζει.  
        Σε µετρήσεις αυτού του είδους είναι σκόπιµο να εισάγουµε την έννοια του βέλτιστου 
αριθµού µετρήσεων n0 (noptimum), που κάνει τους όρους ∆οργ και ∆τυχ ίσους.  
        Έτσι, όταν το διάστηµα σφάλµατος του οργάνου είναι εγγυηµένο και γνωστό, σύµφωνα µε 
την βασική αρχή της Μετρολογίας, στην πιο απλή περίπτωση, στο σφάλµα µέτρησης 
συµβάλουν το «σφάλµα» οργάνου και το «σφάλµα» (αβεβαιότητα) της µέσης τιµής: 
 

∆a = ∆οργ + ∆τυχ = ∆οργ + tn,pσµ,                 Ρ ≥ 99,7 % %.      (29) 
 

Ορισµός. Ο αριθµός των µετρήσεων n είναι βέλτιστος («λογικός»), όταν το «σφάλµα» της 
µέσης τιµής είναι όσο το «σφάλµα» του οργάνου, δηλαδή όταν στη σχέση (29) οι δύο όροι 
είναι ίσοι:  

∆οργ = tn,pσµ.                                                         (30) 
 

        Για τα τετράγωνα, η σχέση (30) µπορεί να σηµειωθεί ως:  
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από την οποία προκύπτει, ότι ο βέλτιστος αριθµός no είναι  
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όπου σ2 είναι η διασπορά (dispersion ή το τετράγωνο του standard deviation ή το τετράγωνο 
της τυπικής απόκλισης) των τυχαίων τιµών. 
        Στο σηµείο αυτό είναι σκόπιµο να δούµε ένα παράδειγµα. 
 

Παράδειγµα (σ = 10∆οργ, έντονος τυχαίος θόρυβος στις µετρήσεις) 
Στην επιστηµονική έρευνα, αλλά και σε µερικές εκπαιδευτικές ασκήσεις, το µετρούµενο 
µέγεθος παρουσιάζει έντονη διακύµανση της τιµής, όπως, για παράδειγµα, στην καταγραφή 
του ηλεκτρικού σήµατος που έγινε µε υπολογιστή και βλέπουµε στο Σχ. 8.  
        Ο υπολογιστής υπολογίζει την τυπική απόκλιση και τη µέση τιµή αυτού το σήµατος, 
ωστόσο τα πειραµατικά σηµεία και ο αριθµός τους επιλέγονται από τον ερευνητή (στην 
καταγραφή, µε αριστερό κλικ ο κέρσορας σέρνεται πάνω από τα επιλεγµένα πειραµατικά 
σηµεία, που χρωµατίζονται).  
        Στα πειράµατα αυτά, για να γίνεται η µέτρηση του σήµατος σε επίπεδα ακρίβειας του 

οργάνου (A/D - Converter), αλλά και να µην υπερφορτώνεται η µνήµη του υπολογιστή, είναι 
σκόπιµο ο αριθµός των πειραµατικών σηµείων να είναι βέλτιστος, τον οποίο θα αναζητήσουµε 
ακολουθώντας την εξής σειρά συλλογισµών. 
        Στη σχέση (32), για σ = 10∆οργ, το no είναι σίγουρα µεγαλύτερο από 100, όπου για 
πιθανότητα κάλυψης 99,73 % οι συντελεστές Student µε καλή προσέγγιση είναι 3 (για n = 100 
και Ρ = 99,73 %,   tn,p = 3,007). 
        Όταν έχουµε τόσο έντονη «µέση διασπορά» στις πειραµατικές τιµές, για να ισχύει η 
σχέση ∆οργ = tn,pσµ, ο αριθµός των µετρήσεων πρέπει να είναι  
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Σχήµα 8.  Εικόνα ενός έντονα θορυβουµένου ηλεκτρικού σήµατος στο καταγραφικό του υπολογιστή. 

 
 
        Σύµφωνα µε τη σχέση (29), το σφάλµα µέτρησης είναι 2 φορές αυτό του οργάνου, δηλαδή 
του A/D Converter: 

∆a = ∆οργ + ∆τυχ = ∆οργ + tn,pσµ = 2∆οργ,           (Ρ ≥ 99,7 %)       (33) 
 

και καλύπτεται µε πιθανότητα πάνω από 99,73 %. 
        Συνήθως, στη λεζάντα της καταγραφής (Σχ. 8) ο υπολογιστής παρουσιάζει και τα 
κυριότερα χαρακτηριστικά το τυχαίου σήµατος: τη µέση τιµή (mean: 0,345), την τυπική 
απόκλιση (standard deviation: 0,156), το ρυθµό δειγµατοληψίας (sample rate: 10/s), την 
ελάχιστη και µέγιστη τιµή στην καταγραφή κ.α. 
        Σηµειώνουµε ότι σε µετρήσεις µε υπολογιστή, το σφάλµα οργάνου προσδιορίζεται από το 
εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος του A/D Converter, βλ. Παράρτηµα 7, σελ. 114), που στα 
εκπαιδευτικά A/D είναι της τάξης 0,2-0,5 %.  
        Εποµένως, όταν τηρείται ο όρος σ ≈ 10∆οργ, ακόµη και µε 900 πειραµατικές τιµές, στην 
καλύτερη περίπτωση το σφάλµα µέτρησης είναι της τάξης 0,4-1 %. Με µικρότερο ή πολύ 
µικρότερο αριθµό µετρήσεων, στο σφάλµα του τόσο θορυβουµένου σήµατος θα συµβάλει 
κυρίως το σφάλµα της µέσης τιµής, καθώς στη σχέση (33) ο δεύτερος όρος θα είναι 
µεγαλύτερος ή πολύ µεγαλύτερος του πρώτου.  
 
 
9.  Ενιαία (ίδια) πιθανότητα κάλυψης των διαστηµάτων σφάλµατος  

σε έµµεσες µετρήσεις 
 

Όπως αναφέραµε και στην εισαγωγή, διαστήµατα εµπιστοσύνης (τυπικές αποκλίσεις) µε 
διαφορετική πιθανότητα κάλυψης δεν µπορούν να προστεθούν. Από πρακτική σκοπιά, το 
ζήτηµα της πρόσθεσης εµφανίζεται σε πειράµατα όπου ο ερευνητής αναγκάζεται να 
επεξεργαστεί προσεγγιστικά µεγέθη που καλύπτονται µε διαφορετική πιθανότητα κάλυψης των 
σφαλµάτων, για παράδειγµα, 100 %, 68,3 % ή και µικρότερη. 
        Εδώ ακολουθούµε τον εξής γενικό κανόνα: Σε µία αλγεβρική σχέση όπου συµµετέχουν 
προσεγγιστικά µεγέθη µε διαφορετική πιθανότητα κάλυψης των σφαλµάτων, πριν υπολογιστεί 
το «σφάλµα» της σχέσης, τα διαστήµατα «σφαλµάτων» πρέπει να προσαρµοστούν κατάλληλα 
προκειµένου να αποκτήσουν ενιαία (ίδια) πιθανότητα κάλυψης. Μόνο τότε η πιθανότητα αυτή 
µπορεί να επεκταθεί και στο ολικό διάστηµα σφάλµατος της σχέσης. 
        Θυµίζουµε, ότι στη συνάρτηση f(x, y, z), όπου οι µεταβλητές x, y, z είναι τυχαίες, για τις 
µέσες τιµές zyx ,, , όπως και τα σφάλµατά τους, για µεγάλα n (nx ≥ 200, ny ≥ 200, nz ≥ 200), 
ισχύουν οι σχέσεις: 

,,, µzµyµx σzzσyyσxx ±=±=±=  

όπου ),,( zyxff = . 
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        Ωστόσο, για να γράψει κανείς τη σχέση για το τυπικό σφάλµα της f:  
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πρέπει τα µεγέθη σµx, σµy και σµz να έχουν ίδια πιθανότητα κάλυψης. 
        Η προσαρµογή των πιθανοτήτων επιτυγχάνεται µε τους κατάλληλους συντελεστές του 
Πίνακα 4, όταν ο αριθµός µετρήσεων n είναι µεγάλος ή τους συντελεστές Student, του Πίνακα 
5, όταν ο αριθµός n είναι µικρός.  
 
 
10.  Υπολογισµός του εγγυηµένο διαστήµατος σφάλµατος µε χρήση  

διαφορικών 
 

Η µέθοδος αυτή είναι η πλέον προσοδοφόρα και χρησιµοποιείται ευρύτατα από τους 
ερευνητές. Προς επίδειξη της εφαρµογής της, θα υπολογίσουµε ακόµη µία φορά το εγγυηµένο 
διάστηµα σφάλµατος του γινοµένου, αλλά τώρα µε χρήση διαφορικών. 
        Έστω ότι ζητείται να υπολογιστεί το εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος του γινοµένου  
 

u = xy. 
 

Λύση. Θεωρούµε, ότι τα εγγυηµένα διαστήµατα σφαλµάτων των τιµών x και y δίνονται και 
είναι εx και εy, αντίστοιχα. Θεωρούµε επίσης, ότι είναι άγνωστα τα πρόσηµα των ακριβή 
σφαλµάτων ∆x και ∆y.  
Βήµα 1. ∆ιαφορίζουµε το γινόµενο u = xy. Αυτό δίνει: 
 

xdyydxdu += .                                                           (35) 
 

Βήµα 2. Η παραπάνω σχέση ισχύει και για πεπερασµένα ∆u, ∆x, και ∆y, αρκεί αυτά να είναι 
µικρά:  

yxxyu ∆+∆=∆ .                                                           (36) 
 

Βήµα 3. Καταφεύγουµε στις απόλυτες τιµές των αντίστοιχών µεγεθών. Θα προκύψει 
ανισότητα:  

yxxyyxxyu ∆+∆≤∆+∆=∆ .                                              (37) 
 

Βήµα 4. Αντικαθιστούµε τα µέτρα των τιµών µε τα αντίστοιχα εγγυηµένα σφάλµατα εx και εy. 
Από την αντικατάσταση αυτή η ανισότητα µόνο θα ενισχυθεί, καθώς │∆x│≤ εx και │∆y│≤ εy.  
Έχουµε τελικά: 

yxu xy εεε += .                                                            (38) 
 

Η τελευταία σχέση δίνει τη λύση.  
        Στον Πίνακα 3 (σελ. 156) παραθέτουµε µερικά παραδείγµατα διάδοσης του εγγυηµένου 
διαστήµατος σφάλµατος σε διάφορες συναρτήσεις. Σηµειώνουµε, ότι όλες οι σχέσεις του 
Πίνακα 3 υπολογίστηκαν µε χρήση διαφορικών. 
 
 
11.  ∆ιαφορική µέθοδος µέτρησης  
 

Όπως αναφέραµε και προηγουµένως, η ακρίβεια του αναλογικού µετρητικού οργάνου 
αξιοποιείται επαρκώς όταν ο δείκτης βρίσκεται στο τελευταίο τέταρτο της κλίµακάς του. 
Εποµένως σε µικρές τιµές της κλίµακας (Ζ ≈ 0,1Ζmax) η ακρίβεια µέτρησης είναι µικρή (µεγάλο 
σχετικό σφάλµα).  
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        Παρά ταύτα, καλή ακρίβεια µέτρησης µπορεί να επιτευχθεί και στις µικρές τιµές της 
κλίµακας (βελτίωση ακρίβειας 3-4 φορές), εφαρµόζοντας τη διαφορική µέθοδο µέτρησης, 
κάνοντας ακόµη µία µέτρηση, περίπου δύο φορές µικρότερη. Σε σύγκριση µε την απλή, στη 
διαφορική µέθοδο επιτυγχάνεται µικρότερο σφάλµα µέτρησης λόγω του ότι ένα σηµαντικό 
µέρος του σφάλµατος του οργάνου αποβάλλεται από τους υπολογισµούς (απαλείφεται), όπως, 
για παράδειγµα, το κύριο σφάλµα του αναλογικού µετρητή, το οποίο έχει ίδια τιµή και 
πρόσηµο στις 2 τιµές.  
      Για παράδειγµα, έσω τιµές a1 ± (εαν + εκυρ)   και   a2 ± (εαν + εκυρ).  Η διαφορά αυτών των 2 
τιµών (u = a1 - a2) είναι απαλλαγµένη από το κύριο σφάλµα του οργάνου (εκυρ), ενώ στο 
προσκήνιο προβάλουν τα 2 σφάλµατα ανάγνωσης στις 2 τιµές, µε άνω όριο 2εαν, στην πλέον 
δυσµενή κατάσταση όταν η ανάγνωση τις µίας τιµής έγινε µε έλλειµµα (η βελόνα του οργάνου 
ήταν πιο πάνω από την ένδειξη a1, ενώ της άλλης έγινε µε πλεόνασµα (η βελόνα του οργάνου 
ήταν πιο κάτω από την ένδειξη a2. Το αποτέλεσµα της διαφοράς των 2 τιµών σηµειώνεται ως: 
 

u = (a1 - a2) ± 2εαν, 
 

δηλαδή δίχως τη συµµετοχή στην παράσταση του κύριου σφάλµατος του αναλογικού οργάνου. 
 
12.  Μέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων σε συνάρτηση τύπου y = A + Bx. 
 

12.1.  Εισαγωγή 
 

Σε πολλά ζητήµατα Φυσικής, η σχετική θεωρητική ανάλυση οδηγεί στο συµπέρασµα ότι τα 
µεγέθη x και y συµµετέχουν σε µία γραµµική σχέση τύπου:  
 

y = A + Bx. 
 

        Σκοπός του πειράµατος είναι ο πειραµατικός έλεγχος αυτής της υπόθεσης, ο οποίος 
περιλαµβάνει δύο ξεχωριστά θέµατα: 
(α) πειραµατικός έλεγχος της ορθότητας ή µη της σχετικής θεωρητικής ανάλυσης που οδηγεί 
στη παραπάνω γραµµική σχέση,  
(β) πειραµατικός προσδιορισµός των παραµέτρων Α και Β της γραµµικής σχέσης, πίσω από τα 
οποία βρίσκεται κάποιο ενδιαφερόµενο φυσικό µέγεθος, που ζητείται να προσδιοριστεί. 
        Για το σκοπό αυτό µετράνε τις τιµές yi για διάφορες τιµές xi και ελέγχουν αν οι τιµές 
αυτές ικανοποιούν µία γραµµική σχέση τύπου:  
 

yi = a + bxi. 
 

        Ως προς τις τιµές των παραµέτρων a και b της πειραµατικής ευθείας (y = a + bx), λόγω 
σφαλµάτων των οργάνων, αλλά και διασποράς των τιµών yi, δεν αναµένουµε να συµπίπτουν µε 
τις πραγµατικές, δηλαδή τις τιµές Α και Β, αντίστοιχα. Με την έννοια αυτή: 
 

Α = a ± ∆a       και         Β = b ± ∆b. 
 

        Ως προς τον πρώτο σκοπό του πειράµατος, αν δηλαδή η σχέση µεταξύ των µεταβλητών yi 
και xi είναι γραµµική, το γεγονός αυτό συνιστά πειραµατική επιβεβαίωση της ορθότητας και 
επάρκειας της σχετικής θεωρητικής ανάλυσης που οδηγεί στη γραµµική σχέση. Στην αντίθετη 
περίπτωση η ανάλυση είναι εσφαλµένη ή ανεπαρκής.  
        Ως προς τον δεύτερο σκοπό του πειράµατος, το ενδιαφερόµενο φυσικό µέγεθος 
προτιµάται να είναι ενσωµατωµένος στην κλίση της πειραµατικής ευθείας b.  
        Η µέθοδος κλίσης, που είναι παραλλαγή της διαφορικής µεθόδου, αποβάλλει µερικά 
σφάλµατα των 2 οργάνων και, εποµένως, η κλίση της πειραµατικής ευθείας µπορεί να µετρηθεί 
µε ακρίβεια µεγαλύτερη από την ακρίβεια των τιµών yi και xi (!). Εδώ εντοπίζεται το κύριο 
πλεονέκτηµα της µεθόδου κλίσης, η οποία, γενικά, µπορεί να εφαρµοστεί και σε συνθήκες 
µηδενικής (αµελητέας) διασποράς των αποτελεσµάτων µέτρησης. 
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       Όταν γίνεται λόγος για τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων, ουσιαστικά πρόκειται για 
τη µέθοδο κλίσης σε συνθήκες τυχαίας παρεµβολής στις µετρήσεις. Εδώ ο προσδιορισµός των 
αβεβαιοτήτων και των παραµέτρων της πειραµατικής ευθείας a και b, γίνεται µε όρους της 
Θεωρίας Πιθανοτήτων και Μαθηµατικής Στατιστικής. 
        Σε συνθήκες τυχαίας παρεµβολής στις µετρήσεις, προκειµένου η ανάλυση του 
πειραµατικού αποτελέσµατος να είναι σχετικά πλήρης, µεταξύ άλλων, πρέπει να 
προσδιοριστούν και οι τυπικές αποκλίσεις, σy και σx, των δύο µεταβλητών, οι οποίες 
συµβάλουν στα «σφάλµατα» (αβεβαιότητες) των παραµέτρων a και b της πειραµατικής 
ευθείας, ακόµη και όταν τα δύο όργανα είναι ιδανικά. 
 
12.2.  Προσέγγιση του προβλήµατος σε συνθήκες σx = 0 και σy = σταθ  
 

Η ανάλυση του προβλήµατος σε συνθήκες σx ≠ 0 και σy ≠ 0 είναι δυσκολότερη, αν συγκριθεί 
µε την κατάσταση όπου σx = 0 και σy ≠ 0. Η ανάλυση της δεύτερης κατάστασης απαντάται 
σχεδόν σε όλα τα πανεπιστηµιακά εργαστηριακά εγχειρίδια, όπως και στο δικό µας 
εργαστηριακό οδηγό. Τονίζουµε, ότι η προσέγγιση αυτή δεν περιλαµβάνει τα σφάλµατα των 2 
οργάνων και γίνεται µε 2 βασικές παραδοχές: 
 

(α) η διασπορά των τιµών xi είναι µηδέν (σx = 0), δηλαδή τη διασπορά την υφίσταται µόνο οι 
τιµές των yi (σy ≠ 0),  
(β) σε όλη την κλίµακα των τιµών yi, η διασπορά τους είναι ίδια, δηλαδή σy = σταθ. 
 

        Στις σηµειώσεις αυτές θα κάνουµε ένα βήµα ακόµη, περιλαµβάνοντας στην ανάλυση και 
τα σφάλµατα των δύο οργάνων, ακολουθώντας τη βασική αρχή της Μετρολογίας. Εποµένως, 
το σφάλµα στην κλίση της βέλτιστης ευθείας, y = a + bx, θα το αναζητήσουµε σε µορφή 
 

B = b ± ∆bολ, 
όπου 

∆bολ = ∆bοργ + ∆bτυχ,                                         Ρ ≥ 99,7 % 
 

        Ως προς τη σειρά των υπολογισµών των όρων ∆bοργ και ∆bτυχ, θα τηρήσουµε την 
παράδοση των πανεπιστηµιακών εγχειριδίων, εξετάζοντας πρώτα τον όρο ∆bτυχ, καθώς οι 
φοιτητές είναι εξοικειωµένοι µε αυτόν τον όρο, όπως και µε τις µεθόδους υπολογισµού του. 
 
12.3.  Οι σχέσεις για τις παραµέτρους a και b, δa και δb, της βέλτιστης ευθείας y = a + bx 
 

Στο σηµείο αυτό είναι σκόπιµο να αναφέρουµε τις σχέσεις του εργαστηριακού οδηγού που 
αναφέρονται στις παραµέτρους a και b, όπως και δa και δb, της βέλτιστης πειραµατικής 
ευθείας, y = a + bx, η οποία µε τον καλύτερο τρόπο προσοµοιώνει τα πειραµατικά σηµεία: 
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        Στο βαθµό που στις παραπάνω σχέσεις δε λαµβάνονται υπόψη τα σφάλµατα των 2 
οργάνων, είναι προτιµότερο οι παράµετροι δa και δb να αποκαλούνται αβεβαιότητες των 
παραµέτρων a και b. Όπως δα δούµε πιο κάτω, είναι σωστότερα τα µεγέθη αυτά να 
αποκαλούνται τυπικές αποκλίσεις των παραµέτρων a και b της βέλτιστης ευθείας και να 
σηµειώνονται ως δaτυχ και δbτυχ. 
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12.4.  Μοντέλο της µεθόδου των ελαχίστων τετραγώνων 
 

Στο µοντέλο της µεθόδου (βλ. Σχ. 9) που εξετάζεται στον εργαστηριακό οδηγό, αλλά και εδώ, 
τα µετρητικά όργανα θεωρούνται ιδανικά, ενώ διασπαρµένες θεωρούνται µόνο οι τιµές των yi, 
ωστόσο µε ίδια διασπορά σε όλα τα πειραµατικά σηµεία (xi, yi) (στο Σχ. 9, γκαουσιανές µε ίδιο 
ύψος και πλάτος, δηλαδή σy = σταθ).  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 9.  Μοντέλο της µεθόδου των ελαχίστων τετραγώνων του εργαστηριακού οδηγού. 
 
         Προφανώς, τα πειρατικά ζεύγη πρέπει να είναι πάνω από 2, καθότι για n = 2 η 
πειραµατική ευθεία ορίζεται µονοσήµαντα. Συνεπώς, στο µοντέλο της µεθόδου n ≥ 3. Επίσης, 
λόγω διασποράς των τιµών yi, οι τιµές των a και b της βέλτιστης πειραµατικής ευθείας 
αναµένουµε να διαφέρουν από τις ακριβείς τιµές Α και Β, κατά ∆aτυχ και ∆bτυχ, αντίστοιχα. 
        Έτσι, λόγω τυχαίου χαρακτήρα των τιµών των yi, δεν αναµένουµε τα n πειραµατικά ζεύγη 
(xi, yi) να ορίσουν µία ευθεία ταυτόσηµη µε την πραγµατική, δηλαδή την y = A + Bx. 
        Οι παράµετροι a και b της βέλτιστης πειραµατικής ευθείας, y = a + bx, δεν είναι βέλτιστοι 

γενικώς, αλλά είναι βέλτιστοι µόνο για τη συγκεκριµένη οµάδα πειραµατικών ζευγών (xi, yi). 
Μία επανάληψη του πειράµατος θα δώσει άλλα πειραµατικά ζεύγη (xi, yi), από τα οπαία θα 
προκύψει άλλη βέλτιστη ευθεία, µε άλλες τιµές των a και b κ.ο.κ. Με την έννοια αυτή, οι 
παράµετροι a και b είναι τυχαίοι αριθµοί, µε τυπικές αποκλίσεις («µέσες διασπορές») σa και σb, 
αντίστοιχα. Προφανώς, οι διασπορές αυτές εξαρτώνται από τη διασπορά των τιµών yi. 
        Στο µοντέλο της µεθόδου (βλ. Σχ.9), για να µετρηθούν οι ακριβείς τιµές Α και Β, πρέπει 
να υπολογιστούν άπειρες βέλτιστες ευθείες  
 

y = ak + bkx 
 

και, στη συνέχεια, οι τιµές Α και Β να υπολογιστούν ως µέσοι όροι των ak και bk, αντίστοιχα. 
Η εικόνα αυτή παραπέµπει στη µέση τιµή και στην την αβεβαιότητα της µέσης τιµής, όταν το k 
τείνει στο άπειρο.  
        Στην πειραµατική πρακτική, οι ερευνητές περιορίζονται στην αναζήτηση µόνο της µίας 

βέλτιστης ευθείας (της πρώτης του θεωρητικού µοντέλου), ενώ τις όποιες ιδιότητες του άπειρου 
συνόλου τις αντλούν από τις ιδιότητες αυτής της ευθείας.  
        Παρόµοια κατάσταση επικρατεί και στο µοντέλο µέτρησης της απλής τυχαίας τιµής, όπου 
η πραγµατική τιµή αντικαθίσταται από τον µέσο όρο, συνοδευµένο από το διάστηµα 
εµπιστοσύνης και επίπεδο εµπιστοσύνης, µε το οποίο το διάστηµα καλύπτει τον µέσο όρο.  

Η πραγµατική ευθεία  
y = Α + Βx 

y 

x 

yk = ak+bk x, είναι η  k – οστή βέλτιστη ευθεία 

Κατανοµή των y 

µε παράµετρο σy 

Είναι τα πειραµατικά 
σηµεία της k – οστής 
   βέλτιστης ευθείας 

A 

ak 

a

Κατανοµή  των a  
µε παράµετρο σa 
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        Εποµένως και στη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων, τις πραγµατικές τιµές A και B, της 
ακριβής σχέσης y = A + Bx, τις αντικαθιστούν µε τις προσεγγιστικές, a και b της βέλτιστης 
πειραµατικής ευθείας y = a + bx και τις σηµειώνουν ως: 
 

A = a ± σaµ,               P = 68,3 %                                          (44) 
και 

B = b ± σbµ,                P = 68,3 %,                                        (45) 
 

θεωρώντας, ότι οι τιµές των παραµέτρων της βέλτιστης πειραµατικής ευθείας εµπεριέχουν 
αβεβαιότητες («αβεβαιότητα της µέσης τιµής») σaµ και σbµ, αντίστοιχα.  
        Καθώς οι αβεβαιότητες σaµ και σbµ εξαρτώνται από τη τυπική απόκλιση σy (όταν σy = 0, οι 
αβεβαιότητες αυτές είναι 0), τα µεγέθη αυτά µπορούν να υπολογιστούν, αν µε κάποιον τρόπο 
δίνεται η τυπική απόκλιση σy των τιµών yi. (βλ. Παράρτηµα 5, σελ. 108-109, όπου οι σχέσεις 
για τις αβεβαιότητες σaµ και σbµ αποδεικνύονται αυστηρά).  
        Όταν η τυπική απόκλιση σy των τιµών yi είναι άγνωστη (ως συνήθως), ο ερευνητής 
καταφεύγει στον πειραµατικό προσδιορισµό αυτής της παραµέτρου, ωστόσο ο προσδιορισµός 
αυτός µπορεί να γίνει µε 2 τρόπους:  
Τρόπος πρώτος. Σε ένα συγκεκριµένο σηµείο xi, µετράνε k φορές την τιµή yi, αξιοποιώντας 
τον ορισµό της τυπικής απόκλισης  

(((( ))))
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−−−−
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∑∑∑∑ −−−−
n

yyk
yσ , 

 

        Στις µετρήσεις αυτές το k το φανταζόµαστε µεγάλο (k ≥ 200).  
Τρόπος δεύτερος. Στο βαθµό που η παράµετρος σy είναι ίδια σε όλα τα πειραµατικά σηµεία 
(xi, yi), αναµένουµε ίδια διασπορά των πειραµατικών σηµείων γύρο από τη βέλτιστη ευθεία. Η 
ιδιότητα αυτή επιτρέπει τον υπολογισµό της παραµέτρου σy µέσω διασποράς των 
πειραµατικών σηµείων γύρο από τη βέλτιστη πειραµατική, δηλαδή µέσω των di, όπου  
 

di = yi – (a + bxi) = yi – a – bxi. 
 

αξιοποιώντας τη σχέση για το τετράγωνο της τυπικής απόκλισης: 
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d
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        Εποµένως για να εφαρµοστεί η δεύτερη µέθοδος, πρέπει πρώτα να υπολογιστούν οι 
παράµετροι a και b της βέλτιστης πειραµατικής και, στη συνέχεια, να υπολογιστούν οι 
αποκλίσεις di.  
       Συνήθως, στην πειραµατική πρακτική προτιµάται ο δεύτερος τρόπος, η οποίος τον πρώτο 
τον κάνει περιττό, ωστόσο πρέπει πάντα να θυµόµαστε ότι η εφαρµογή της δεύτερης µεθόδου 
προϋποθέτει την τήρηση του όρου σy = σταθ.  
        Τονίζουµε, ότι δίχως τη διερεύνηση της συνθήκης:  
 

σy = σταθ, 
 

η εφαρµογή της δεύτερης µεθόδου δεν έχει στέρεα επιστηµονική βάση και τα όποια 
αποτελέσµατα είναι αµφίβολα και επισφαλή.  
 
12.5.  Πειραµατικός προσδιορισµός των παραµέτρων της βέλτιστης πειραµατικής ευθείας 
 

Στην πρακτική των εκπαιδευτικών εργαστηρίων, σκοπός της πειραµατικής διαδικασίας είναι η 
διερεύνηση της γραµµικότητας της σχέσης µεταξύ των µεταβλητών x και y, όπως και η 
µέτρηση της κλίσης της βέλτιστης πειραµατικής ευθείας b, στην οποία είναι ενσωµατωµένο 
κάποιο φυσικό µέγεθος που ζητείται να προσδιοριστεί.  
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        Καθώς η µέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων είναι αναλυτική, από τα πειραµατικά ζεύγη 
(xi, yi) µπορούν να υπολογιστούν οι τιµές των παραµέτρων a και b της βέλτιστης ευθείας, αλλά 
και η αβεβαιότητα στην κλίση της πειραµατικής ευθείας. Ακολούθως, υπολογίζεται η 
αβεβαιότητα του φυσικού µεγέθους.  
        Σπάζοντας την παράδοση των εργαστηριακών εγχειριδίων, στις σηµειώσεις αυτές το 
σφάλµα στην κλίση θα το αναζητήσουµε σε µορφή 
 

∆bολικο = ∆bοργ + ∆bτυχ, 
 

λαµβάνοντας υπόψη και τα σφάλµατα των 2 οργάνων! 
        Ωστόσο για λόγους καλύτερης εποπτείας, είναι χρήσιµο να τηρήσουµε την παράδοση των 
πανεπιστηµιακών εργαστηριακών εγχειριδίων, αρχίζοντας πρώτα από τους τυχαίους όρους 
δbτυχ και δaτυχ, δηλαδή τους όρους που οφείλονται στη διασπορά των τιµών yi. Τους όρους του 
σφάλµατος που οφείλονται στα σφάλµα των δύο οργάνων θα τους εξετάσουµε αµέσως µετά, 
ακολουθώντας την εξής σειρά υπολογισµών: 
 

1.  ∆τυχ, 
 

2.  ∆οργ, 
 

3.  ∆ολ = ∆οργ + ∆τυχ. 
 
12.6.  Τυπική απόκλιση των κλίσεων bk, λόγω διασποράς των yi 
 
Θα υπολογίσουµε τον όρο ∆bτυχ σε προσέγγιση ιδανικών µετρητών (∆bοργ = 0), θεωρώντας 
άπειρες βέλτιστες πειραµατικές ευθείες τύπου y = ak + bkx (βλ. Σχ. 9), εποµένως και άπειρες 
τιµές bk, της b. 
        Στη βασική σχέση της Μετρολογίας  
 

∆bολ = ∆bοργ + ∆bτυχ, 
 

ο όρος ∆bτυχ εξαρτάται από τη «µέση διασπορά» των κλίσεων (bk) των k ευθειών, δηλαδή την 
τυπική απόκλιση των κλίσεων σbk. 
        Ωστόσο η γενεσιουργός αιτία στη διασπορά των κλίσεων είναι η διασπορά στις τιµές των 
yi, µε τυπική απόκλιση σy. Έτσι, αν µηδενιστεί η διασπορά στις τιµές των yi, θα µηδενιστεί και 
η διασπορά στις κλίσεις των k ευθειών! Με την έννοια αυτή, η τυπική απόκλιση των κλίσεων 
είναι συνάρτηση της τυπικής απόκλισης των τιµών yi, δηλαδή σb = f(σy). 
        Το είδος της συνάρτησης f υπολογίζεται αναλυτικά στο Παράρτηµα 5 του παρόντος 
(σελ.109), αλλά αναφέρεται (δίχως απόδειξη) και στον εργαστηριακό οδηγό, ως «σφάλµα» δb 

της κλίσης b, της βέλτιστης ευθείας, ενώ στην πραγµατικότητα πρόκειται για την τυπική 
απόκλιση ή «µέση διασπορά» των τιµών bk των k ευθειών του µοντέλου. 
        Σηµειώνουµε ακόµη, ότι η σχέση δb = f(σy) του οδηγού είναι κάπως άβολη, καθώς η δb 
ορίζεται µέσω της δa, που στην επεξεργασία των πειραµατικών αποτελεσµάτων συνήθως δεν 
ενδιαφέρει. Αυτό αναγκάζει τους φοιτητές να υπολογίζουν πρώτα την δa, προκειµένου στη 
συνέχει να υπολογίσουν τη δb, παρότι ο υπολογισµός της δa είναι περιττός!  
        Στην ανάλυση που ακολουθεί, τα µεγέθη δa και δb του εργαστηριακού οδηγού θα τα 
αποκαλούµε µε το όνοµά τους, δηλαδή µέσες διασπορές ή τυπικές αποκλίσεις, δηλαδή όχι 
σφάλµα. Για να τονιστεί αυτός ο διαχωρισµός, θα τα συµβολίζουµε ως σa και σb.  
        Η ισοδύναµη σχέση για το τετράγωνο της τυπικής απόκλισης της b (των bk του µοντέλου) 
είναι 
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(βλ. Παράρτηµα 5). Στη σχέση αυτή, στο βαθµό που σy = σταθ, η παράµετρος διασποράς σy 
των τιµών yi µπορεί να υπολογιστεί από τη σχέση  
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όπου di = yi – a – bxi. 
        Τελικά, το τετράγωνο της τυπικής απόκλισης των τιµών bk µπορεί να υπολογιστεί από τη 
σχέση  
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12.7.  Τυπική απόκλιση στις κλίσεις bk, όταν ο αριθµός n είναι µικρός 
 

         Όταν ο αριθµός των πειραµατικών ζευγών (xi, yi) είναι µικρός, είναι απαραίτητη η χρήση 
των συντελεστών Student. Έτσι, για µικρά n (3 < n < 10), ο όρος ∆bτυχ του ολικού σφάλµατος:  
 

∆bολ = ∆bοργ + ∆bτυχ, 
υπολογίζεται από τη σχέση 
 

∆bτυχ = tn,pσb,      n = (…..),        Ρ = 99,73  %,                                        (50) 
 

όπου tn,p είναι ο συντελεστής Student. 
 
12.8.  Τυπική απόκλιση του ελεύθερου όρου a, λόγω διασποράς των τιµών yi 
 

Και εδώ, πρέπει να υπολογίσουµε του δύο όρους του αθροίσµατος: 
 

∆aολικο = ∆aοργ + ∆aτυχ, 
 

αρχίζοντας παραδοσιακά από τον όρο ∆aτυχ. 
        Προφανώς, ο όρος ∆aτυχ εξαρτάται από τη παράµετρο διασποράς σa των ak (βλ. Σχ. 9), η 
οποία εξαρτάται επίσης από τη διασπορά των τιµών yi, δηλαδή από την παράµετρο σy.  
        Το είδος της σχέσης  

σa = z(σy) 
 

υπολογίζεται αναλυτικά στο Παράρτηµα 5 του παρόντος, αλλά λίγο σε διαφορετική µορφή 
αναφέρεται (δίχως απόδειξη) και στον εργαστηριακό οδηγό ως «σφάλµα», δa, της a, της 
βέλτιστης ευθείας. Ωστόσο, εδώ, το µέγεθος αυτό θα το αποκαλούµε τυπική απόκλιση των ak. 
       Η ισοδύναµη σχέση για το τετράγωνο της τυπικής απόκλισης των ak, δηλαδή η σa
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όπου η παράµετρος διασποράς σy των τιµών yi υπολογίζεται από τη σχέση 
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        Όταν ο αριθµός των πειραµατικών ζευγών είναι µικρός, (3 < n < 10), τότε ο όρος ∆aτυχ 
υπολογίζεται από τη σχέση 
 

∆aτυχ = tn,pσa,          n = (…),             Ρ = 99,73 %,                                  (54) 
 

όπου tn,p είναι ο συντελεστής Student. 
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12.9.  Συνεισφορά των 2 οργάνων στο σφάλµα της κλίσης 
 

12.9.1.  Εισαγωγή 
 

Σύµφωνα µε τη βασική αρχή της µετρολογίας:  
 

∆bολικο = ∆bοργ + ∆bτυχ. 
 

Έστω ότι οι 2 µετρητές είναι ψηφιακοί. Σκοπός της ανάλυσης που ακολουθεί είναι ο 
υπολογισµός του όρου ∆bοργ, συναρτήσει των βασικών παραµέτρων ακρίβειας των 2 ψηφιακών 
οργάνων, δηλαδή των παραµέτρων γx, hxrx και γy, hyry, 
        Στο µέρος αυτό, ο όρος ∆bοργ υπολογίζεται σε προσέγγιση µηδενικής διασποράς των 
πειραµατικών τιµών yi, δηλαδή θεωρούµε ότι στο πείραµα τηρούνται οι όροι σy = 0 και σx = 0. 
Εποµένως, τηρείται και ο όρος ∆bτυχ = 0. 
        Γενικότερα, ο όρος σy = 0 παραπέµπει στη γραφική παράσταση που βλέπουµε στο Σχ. 10, 
όπου τα πειραµατικά σηµεία (xi, yi) τα φανταζόµαστε να συµπίπτουν απόλυτα µε την ευθεία  
 

y = a + bx, 
 

την οποία θα αποκαλούµε πειραµατική. Ωστόσο λόγω σφαλµάτων των 2 οργάνων, δεν 
αναµένουµε η πειραµατική ευθεία να συµπίπτει µε την την πραγµατική: 
 

y = A + Bx. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 10.  Γραφική παράσταση των πειραµατικών σηµείων σε συνθήκες σy = 0 και σx = 0. 
 
 

        Εποµένως η όλη ανάλυση συνιστάται στην αναζήτηση των 2 οριακών ευθειών, εντός των 
οποίων µε σιγουριά 100 % βρίσκεται η ευθεία η πραγµατική. Προφανώς, οι 2 οριακές ευθείες 
κατασκευάζονται λαµβάνοντας υπόψη τα οριακά σφάλµατα των 2 οργάνων. 
        Από τη σκοπιά αυτή, ο όρος ∆bοργ υπολογίζεται ως διαφορά στις κλίσεις των 2 οριακών 
ευθειών, ενώ η σιγουριά του 100 % παρέχεται όταν στην κατασκευή των 2 ευθειών 
λαµβάνονται υπόψη τα εγγυηµένα διαστήµατα σφαλµάτων των 2 οργάνων. 
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        Πιο κάτω θα δούµε, ότι για τον υπολογισµό του όρου ∆bοργ αρκεί η αναζήτηση της µίας 
οριακής ευθείας και, στη συνέχεια, να υπολογιστεί η διαφοροποίηση της κλίσης της από την 
κλίση την πειραµατική. Με την έννοια αυτή, η αναζήτηση της δεύτερης οριακής ευθείας είναι 
περιττή. 
        Όταν επιθυµούµε να ελέγξουµε πειραµατικά την υπόθεση περί γραµµικής σχέσης µεταξύ 
των µεταβλητών x, και y, µετράµε n πειραµατικά ζεύγη κα στη συνέχει σχεδιάζουµε την 
αντίστοιχη γραφική παράσταση. 
       Όταν τα πειραµατικά σηµεία σχηµατίζουν όντως µία ευθεία, όπως στο Σχ. 10, το γεγονός 
αυτό µας επιτρέπει να υπολογίσουµε τις παραµέτρους της πειραµατικής ευθείας, a και b, 
λαµβάνοντας υπόψη τις συντεταγµένες µόνο των 2 οριακών πειραµατικών σηµείων, δηλαδή 
των σηµείων  

(x1, y1)   και   (xn, yn), 
 

αγνοώντας (!) τα ενδιάµεσα, καθώς αυτά χρησιµεύουν µόνο για τον έλεγχο της γραµµικότητας 
της σχέσης y = y(x). 
        Σε συνθήκες απουσίας διασποράς των πειραµατικών σηµείων, δηλαδή όταν τηρούνται οι 
όροι σy = 0 και σx = 0, η κλίση της πειραµατικής υπολογίζεται από τη σχέση: 
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ενώ ο ελεύθερος όρος a υπολογίζεται από τις σχέσεις  
 

y1 = a + bx1, 
και 

yn = a + bxn, 
 

από τις οποίες προκύπτει η σχέση: 
 

2
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2
11 xx
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yy

a nn +
−

+
= .                                                (56) 

 

        Σε συνθήκες όπου τηρείται ο όρος σy = 0, που δεν είναι σπάνιες (αµελητέες τυχαίες 
διακυµάνσεις των yi), ο υπολογισµός των παραµέτρων a και b πρέπει (µπορεί) να γίνεται από 
τις σχέσεις (55) και (56). 
        Σε συνθήκες, όµως, όπου τηρείται ο όρος σy ≠ 0, ο υπολογισµός των παραµέτρων a και b 
πρέπει να γίνεται από τους τύπους της µεθόδου των ελαχίστων τετραγώνων.  
        Αλλά και σε συνθήκες σy ≠ 0, οι σχέσεις (55) και (56) είναι χρήσιµες, καθότι µας βοηθούν 
(επιτρέπουν) να υπολογίσουµε το εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος στην κλίση της πειραµατικής 
ευθείας, συναρτήσει των εγγυηµένων σφαλµάτων των 2 οργάνων, δηλαδή µας επιτρέπουν να 
υπολογίσουµε τον όρο ∆bοργ της βασικής αρχής της Μετρολογίας, ο οποίος υπολογίζεται 
θεωρώντας τη συνθήκη σy = 0. 
        Σκοπός της γραφικής ανάλυσης που ακολουθεί είναι να εντοπιστούν οι 2 οριακές ευθείες, 
Ζ-Ε και Γ-∆ (Σχ. 11), µε κλίσεις b + ∆bοργ και b − ∆bοργ, αντίστοιχα, εντός των οποίων µε 
σιγουριά 100 % βρίσκεται η ευθεία η πραγµατική.  
        Προφανώς, το διάστηµα ± ∆bοργ εξαρτάται από τα σφάλµατα των 2 οργάνων, αλλά ο 
τρόπος κατασκευής των οριακών ευθειών Ζ-Ε και Γ-∆ εξαρτάται από τις ιδιότητες των 
σφαλµάτων δx και δy, οι οποίοι εξαρτώνται από το είδος των µετρητών, είναι δηλαδή 
αναλογικοί ή ψηφιακοί. 
 
12.9.2.  Κατασκευή των 2 οριακών ευθειών 
 

        Στο Σχ. 11 δίνεται ο τρόπος κατασκευής των 2 οριακών ευθειών.  
        Προκειµένου η ευθεία να είναι οριακή, η ευθεία µε τη µέγιστη δυνατή κλίση 
κατασκευάζεται όταν στο πηλίκο  



45 

x
y

b
∆
∆

= , 

 

ο αριθµητής ∆y έχει τη µέγιστη δυνατή τιµή, ενώ ο παρανοµαστής ∆x - την ελάχιστη.  
        Ο όρος ∆y µεγιστοποιείται, όταν στο σφάλµα της τιµής y1 προσδίδεται πρόσηµο αρνητικό 
(δy1 < 0), ενώ της τιµής yn, προσδίδεται πρόσηµο θετικό (δyn > 0).  
        Ο όρος ∆x ελαχιστοποιείται, όταν στο σφάλµα της τιµής x1, του προσδίδεται πρόσηµο 
θετικό (δx1 > 0), ενώ της τιµής xn, πρόσηµο αρνητικό (δxn < 0).  
        Με τον τρόπο αυτό κατασκευάζεται η ευθεία µε τη µέγιστη δυνατή κλίση, δηλαδή η ευθεία 
Ζ-Ε (Σχ. 11), όπου  

bΖ-E = b + ∆bοργ. 
 

        Με όµοια κριτήρια κατασκευάζεται και η οριακή ευθεία µε την ελάχιστη δυνατή κλίση, 
δηλαδή η ευθεία Γ-∆, όπου bΓ-∆ = b − ∆bοργ, ωστόσο στην ευθεία Γ-∆, στις τιµές x1, xn, και y1, 
yn, στα σφάλµατά τους προσδίδονται αντίθετα πρόσηµα. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 11.  Κατασκευή των 2 οριακών ευθειών, Ζ-Ε και Γ-∆. 
 
 
        Όπως αναφέραµε προηγουµένως, για τον υπολογισµό του σφάλµατος στην κλίση της 
πειραµατικής ευθείας, δηλαδή του όρου ∆bοργ, αρκεί η κατασκευή της ευθείας µε τη µέγιστη 

δυνατή κλίση, δηλαδή της ευθείας Ζ-Ε, ενώ είναι περιττή η κατασκευή της ευθείας µε την 
ελάχιστη δυνατή κλίση, δηλαδή της ευθείας Γ-∆. Προφανώς, αυτό διευκολύνει τους 
υπολογισµούς. 
       Στην πειραµατική πρακτική απαντώνται 4 χαρακτηριστικές καταστάσεις, οι οποίες χρίζουν 
ιδιαίτερης µεταχείρισης: 
 

1. Οι δύο µετρητές είναι ψηφιακοί (σφάλµατα τύπου: γxxi + hxrx   και    γyyi + hyry). 
 

2. Οι δύο µετρητές είναι αναλογικοί (σφάλµατα τύπου: ψ, ψ/2, δxκυρ, δxαν, και δyκυρ, δyαν). 
 

3. Ο µετρητής των x είναι αναλογικός, ενώ των y είναι ψηφιακός.  
 

4. Ο µετρητής των x είναι ψηφιακός, ενώ των y είναι αναλογικός. 
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        Θα υπολογίσουµε τον όρο ∆bοργ στις τέσσερεις αυτές καταστάσεις, αρχίζοντας από την 
κατάσταση 1, η οποία στα σύγχρονα εργαστήρια απαντάται συχνότερα. 
 
12.9.3.  Όργανα ψηφιακά. ∆bοργ σε µετρήσεις µε 2 ψηφιακούς µετρητές (σx = 0, σy = 0) 
 

Θα υπολογίσουµε το σφάλµα στην κλίση b, της βέλτιστης πειραµατικής ευθείας 
 

y = a + bx, 
 

λαµβάνοντας υπόψη µόνο τα 2 οριακά πειραµατικά σηµεία, όπως και τα εγγυηµένα 
διαστήµατα σφαλµάτων στα σηµεία αυτά, δηλαδή τα σφάλµατα δx1 και δxn, όπως και τα 
σφάλµατα δy1 και δyn. 
        Έστω ότι στους µετρητές των τιµών xi και yi, που µετρήθηκαν άµεσα, αλλά και στην ίδια 
κλίµακα, οι ακρίβειες των ψηφιακών οργάνων δίνονται σε µορφή: 
 

Accuracy (x): γx (%) + hxrx 
και     

Accuracy (y): γy (%) + hyry, 
αντίστοιχα. 
        Από τις 2 παραπάνω παραστάσεις, για τα εγγυηµένα διαστήµατα σφαλµάτων, δx και  δy,  
προκύπτουν οι σχέσεις:  

δx1 = x1γx + hxrx , 
δxn = xnγx + hxrx 

και 
δy1 = y1γy + hyry, 
δyn = ynγy + hyry. 

 

        Οι σταθεροί όροι hxrx και hyry δεν επηρεάζουν την κλίση της πειραµατικής ευθείας, αλλά 
την µετατοπίζουν µόνο δεξιά-αριστερά (ο όρος hxrx) ή πάνω-κάτω (ο όρος hyry), ανάλογα µε το 
πρόσηµό τους. Όπως θα δούµε παρακάτω, οι όροι αυτοί θα αποβληθούν τελικά από τη σχέση 
που ορίζει το εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος στην κλίση.  
        Επίσης, ο γενικός χαρακτήρας των συµπερασµάτων θα διατηρηθεί αν υποθέσουµε θετικό 

πρόσηµο στους 8 όρους των σφαλµάτων, που σε µεγάλο βαθµό θα διευκολύνει τους 
υπολογισµούς. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 12.  Σφάλµα στην κλίση που προκαλούν τα 2 ψηφιακά όργανα. 
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        Για τους υπολογισµούς, θεωρούµε τη γραφική παράσταση που βλέπουµε στο Σχ. 12.  
Καθώς τα πρόσηµα των σφαλµάτων είναι θετικά, στην ευθεία Ζ-Ε οι συντεταγµένες του 
σηµείου Ζ είναι  

Ζ[x1 + δx1,      y1 + δy1], 
 

ενώ οι συντεταγµένες του σηµείου Ε είναι 
 

Ε[xn + δxn,      yn + δyn]. 
 

        Σύµφωνα µε τις µεθόδους της Αναλυτικής Γεωµετρίας, η κλίση της οριακής ευθείας Ζ-Ε 
υπολογίζεται από τη σχέση  
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όπου αγνοήθηκε το δευτέρας τάξης γινόµενο bγyγx. 
        Τελικά, για το εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος στην κλίση προκύπτει η σχέση 
 

∆b = b(γy – γx).                                                           (57) 
 

        Σηµειώνουµε, ότι η σχέση (57) µπορεί να αξιοποιηθεί ως έχει, όταν είναι γνωστά τα 
πρόσηµα των ποσοστιαίων σφαλµάτων γy και γx.  
        Συνήθως, οι κατασκευάστριες εταιρείες των οργάνων δεν αναφέρουν το πρόσηµο του 
ποσοστιαίου σφάλµατος, δηλώνοντας µόνο την αριθµητική του τιµή.  
        Στην περίπτωση αυτή, η σχέση (57) έχει τη µέγιστη τιµή και αποκτά οριακό και 
εγγυηµένο χαρακτήρα, όταν στην παρένθεση προσθέτουµε τα µέτρα των ποσοστιαίων 
σφαλµάτων γy και γx: 
 

∆b = b(│γy│+│γx│),                                                     (58) 
 

δηλαδή στον υπολογισµό του εγγυηµένου διαστήµατος σφάλµατος στην κλίση λαµβάνονται 
υπόψη µόνο οι αριθµητικές τιµές των ποσοστιαίων σφαλµάτων γy και γx, που δηλώνουν οι 
εταιρείες. 
        Αλλά ας επιστρέψουµε στη σχέση (57). Από τη σχέση αυτή προκύπτει το ενδιαφέρον 
συµπέρασµα, ότι όταν τηρείται ο όρος  

γy = γx, 
 

το ποσοστιαίο σφάλµα στην κλίση είναι µηδέν (!), δηλαδή τα ποσοστιαία σφάλµατα των 2 
οργάνων δεν συµβάλουν στο σφάλµα της κλίσης. 
        Αυτή η κατάσταση είναι αναµενόµενη, καθώς όταν τηρείται ο όρος γy = γx, στους νέους 
άξονες µε νέες κλίµακες, δηλαδή ποσοστιαία αυξηµένες κατά γy και γx, η κλίση της ευθείας 
παραµένει ίδια, όταν οι επιµηκύνσεις των δύο αξόνων είναι ίδιες!  
        Αντίθετα, όταν οι επιµηκύνσεις των δύο αξόνων είναι ίδιες αριθµητικά, αλλά µε αντίθετα 

πρόσηµά, δηλαδή όταν τηρείται ο όρος  
 

γy = − γx 
και, επίσης,  

│γy│ = │γx│= γ, 
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(ο άξονας y επιµηκύνεται ποσοστιαία κατά γy, ενώ ο άξονας x συστέλλεται ποσοστιαία κατά γx), 
η µεταβολή στην κλίση της πειραµατικής ευθείας γίνεται µέγιστη και είναι: 
 

∆b = 2bγ. 
 

        Τέλος, εξετάζοντας τη σχέση (57) διαπιστώνουµε, ότι είναι απαλλαγµένη από τους 
σταθερούς όρους hxrx και hyry, γεγονός που είναι αναµενόµενο, καθώς στις δύο σειρές 
µετρήσεων xi και yi, οι όροι αυτοί κατά ίδιο µέγεθος επηρεάζουν (αλλοιώνουν) όλες τις τιµές, 
προκαλώντας τελικά µόνο παράλληλη µετατόπιση της πειραµατικής ευθείας: δεξιά-αριστερά, 
µέσω του όρου hxrx ή, πάνω-κάτω, µέσω του όρου hyry, ανάλογα µε το πρόσηµό τους. 
 
12.9.4.  ∆aοργ σε µετρήσεις µε 2 ψηφιακούς µετρητές (σx = 0, σy = 0) 
 

Για λόγους πληρότητας, στην παράγραφο αυτή θα υπολογίσουµε και τη συνεισφορά των 
σφαλµάτων των 2 ψηφιακών οργάνων στο σφάλµα του ελεύθερου όρου a, της πειραµατικής 
ευθείας  

y = a + bx. 
 

        Στην προηγούµενη παράγραφο διαπιστώσαµε, ότι οι όροι hxrx και hyry των 2 ψηφιακών 
οργάνων δεν επηρεάζουν την κλίση της πειραµατικής ευθείας, ωστόσο άµεσα επηρεάζουν το 
σηµείο τοµής της πειραµατικής ευθείας µε τον άξονα των y, δηλαδή την τιµή του ελευθέρου 
όρου a, συµβάλλοντας έτσι στο σφάλµα του ∆aοργ. 
        Έτσι, ο όρος hyry, το σηµείο τοµής το µετατοπίζει κατά hyry, ενώ ο όρος hxrx, το 
µετατοπίζει κατά – bhxrx κ.ο.κ. Αλλά και η µεταβολή της κλίσης της πειραµατικής ευθείας, 
κατά ∆b, προκαλεί πρόσθετη µεταβολή του σηµείου τοµής, συµβάλλοντας µε νέο όρο στο 
σφάλµα του ∆aοργ. 
        Για να υπολογίσουµε τη συµβολή των όρων hyry, hxrx, b και ∆b στο σφάλµα ∆aοργ – θα 
καταφύγουµε στο Σχ. 13, υπολογίζοντας το σηµείο τοµής, aZ-E, της οριακής ευθείας Ζ-Ε µε τον 
άξονα των yi. Στη συνέχεια, τον όρο ∆aοργ θα τον υπολογίσουµε ως διαφοροποίηση του 
σηµείου aZ-E από το σηµείο a:  

∆aοργ = aZ-E – a. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 13.  Σηµείο τοµής της ευθείας Ζ-Ε µε τον άξονα των yi. 
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        Καταρχάς, το σηµείο τοµής της πειραµατικής ευθείας µε τον άξονα των yi υπολογίζεται 
από τη σχέση  
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ενώ το σηµείο τοµής της ευθείας Ζ-Ε µε τον άξονα των yi εξαρτάται από τις συντεταγµένες των 
σηµείων Ζ και Ε: 

Ζ[x1 + δx1,   y1 + δy1], 
 

Ε[xn + δxn,   yn + δyn]. 
 

        Το σηµείο τοµής της ευθείας Ζ-Ε µε τον άξονα των yi υπολογίζεται από τη σχέση  
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όπου αγνοήθηκαν τα δευτέρας τάξης γινόµενα  γx×xn×∆b, γx×x1×∆b, hxrx×∆b και hyry×∆b, ενώ 
το σφάλµα στην κλίση ∆b ορίζεται από τη σχέση (58). 
        Για το σφάλµα ∆a του ελευθέρου όρου a προκύπτει η σχέση: 
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        Τελικά,  
,xbxbγyγrbhrh xyxxyya ∆∆ −−−−==== −−−−++++−−−−                                          (59) 

όπου  

1

1

xx

yy
b

n

n

−−−−
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====  

και  
∆b = b(γy + γx). 

 

        Η σχέση (59) µπορεί να αξιοποιηθεί ως έχει όταν είναι γνωστά τα πρόσηµα των 
σφαλµάτων γy, γx, hyry και hxrx. 
        Συνήθως, οι κατασκευάστριες εταιρείες των οργάνων δεν αναφέρουν τα πρόσηµα των 
σφαλµάτων, δηλώνοντας µόνο τις αριθµητικές τους τιµές.  
        Στην περίπτωση αυτή, η σχέση (59) έχει τη µέγιστη τιµή και αποκτά οριακό και 
εγγυηµένο χαρακτήρα όταν στη σχέση λαµβάνονται υπόψη µόνο οι αριθµητικές τιµές των 
σφαλµάτων  γy,  γx,  hyry  και  hxrx: 
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Τελικά,  
 

xbxbγyγrbhrh xyxxyyοργa ∆∆ ++++++++++++++++==== .                                  (60) 
 

        Από τις σχέσεις (59) και (60) προκύπτει το συµπέρασµα, ότι στο σφάλµα του ελευθέρου 
όρου a συµβάλουν:  
η κλίση b,  
το σφάλµα της κλίσης ∆b, αλλά και όλοι οι όροι των σφαλµάτων των 2 οργάνων:  
(α) το ποσοστιαίο σφάλµα γy,  
(β) το ποσοστιαίο σφάλµα γx,  
(γ) ο σταθερός όρος hyry, 
(δ) ο σταθερός όρος hxrx,  
κάνοντάς έτσι το σφάλµα ∆aοργ εξαρτώµενο από 6 παράγοντες, που το διογκώνουν τελικά σε 
µεγάλο βαθµό. 
        Συγκρίνοντας τα 2 εγγυηµένα διαστήµατα σφαλµάτων: δηλαδή τα ∆bοργ και ∆aοργ: 
 

∆bοργ = b(γy + γx), 
και  

xbxbγyγrbhrh xyxxyyοργ aa ∆++++=∆=∆ , 
 

διαπιστώνουµε τελικά, ότι στο σφάλµα της κλίσης συµβάλουν µόνο οι δύο ποσοστιαίοι όροι γy 
και γx, ενώ στο σφάλµα του ελευθέρου όρου a συµβάλουν όλα τα σφάλµατα των 2 ψηφιακών 
οργάνων. Αυτός είναι ο λόγος, για τον οποίο το ενδιαφερόµενο φυσικό µέγεθος προτιµάται να 
υπολογίζεται µέσω µέτρησης της κλίσης της πειραµατικής ευθείας και όχι µέσω του ελευθέρου 
όρου a, το σφάλµα του οποίου είναι ευάλωτο σε όλα τα σφάλµατα των 2 οργάνων, αλλά 
εξαρτάται ακόµη και από την κλίση b, όπως και του σφάλµατός της ∆b. 
 
12.9.5.  Ολικό «σφάλµα» της κλίσης b σε µετρήσεις µε 2 ψηφιακούς µετρητές 
 

Στην προηγούµενη παράγραφο εξετάσαµε την περίπτωση µηδενικής διασποράς των 
πειραµατικών σηµείων.  
        Έστω ότι τώρα στις µετρήσεις των τιµών yi παρατηρείται τυχαία διασπορά (σy ≠ 0), ενώ 
στις τιµές των xi η διασπορά παραµένει µηδενική (σx = 0). Στην περίπτωση αυτή το σφάλµα 
της κλίσης επιβαρύνεται και µε την αβεβαιότητά της, σύµφωνα µε τη βασική αρχή της 
Μετρολογίας: 

∆bολικο = ∆bοργ + ∆bτυχ,          Ρ ≥ 99,7 %. 
 

        Για τον υπολογισµό του ολικού σφάλµατος, οι όροι ∆bοργ και ∆bτυχ πρέπει να προστεθούν. 
Ωστόσο για να είναι η πρόσθεσή τους δυνατή, ο όρος ∆bτυχ πρέπει να αποκτήσει πιθανότητα 
κάλυψης 99,7 %, που επιτυγχάνεται µε τον πολλαπλασιασµό της τυπικής απόκλισης  (σy) στον 
κατάλληλο συντελεστή Student.  
        Όταν στις τιµές των yi παρατηρείται διασπορά, η κλίση της πειραµατικής ευθείας 
υπολογίζεται µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων, δηλαδή όχι από τη σχέση  
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παρότι ο υπολογιστικός της όγκος είναι πολύ µικρότερος. 
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        Σε µετρήσεις µε µικρά n (3 < n < 10) και µη µηδενική διασπορά των yi (σy ≠ 0), η κλίση 
B της πραγµατικής ευθείας, όπως και το σφάλµα της, σηµειώνεται ως: 
 

B = b ± ∆bολ, 
 

όπου το b παριστάνει την κλίση της πρώτης (του µοντέλου) βέλτιστης πειραµατικής ευθείας 
(Σχ.9), η κλίση της οποίας υπολογίζεται από τη σχέση 
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ενώ το ολικό σφάλµα στην κλίση υπολογίζεται από τον τύπο: 
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t γγbbbb ∆∆∆ ,    Ρ ≥ 99,7 %,     (61) 

 

όπου tn,p είναι ο συντελεστής Student.  
 
12.9.5.1.  Ολικό σφάλµα του ελευθέρου όρου a σε µετρήσεις µε 2 ψηφιακούς µετρητές 
 

Σε συνθήκες όπου σy ≠ 0, στον όρο ∆aοργ που υπολογίσαµε προηγουµένως πρέπει να προστεθεί 
και η αβεβαιότητά του, που προκαλείται από τη διασπορά των τιµών yi. 
        Έτσι, σύµφωνα µε τη βασική αρχή της Μετρολογίας: 
 

∆aολικο = ∆aοργ + ∆aτυχ,          Ρ ≥ 99,7 %. 
 

        Τελικά, όταν στις τιµές των yi παρατηρείται διασπορά, ο ελεύθερος όρος της πειραµατικής 
ευθείας υπολογίζεται µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων, ενώ στην αβεβαιότητα του 
«µέσου a» (∆aτυχ) προστίθεται και η συνιστώσα του σφάλµατος που προκαλούν τα σφάλµατα 
των 2 οργάνων:  
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όπου tn,p είναι ο συντελεστής Student. 
        Στη σχέση (62), ο όρος ∆aοργ υπολογίζεται από τη σχέση (60) και είναι 
 

∆aοργ = hyry + bhxrx + γy͞y + bγx͞x + ∆b͞x, 
 

ο όρος ∆b είναι  
∆b = b(γy + γx), 

 

ενώ η τιµή της b υπολογίζεται µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων και είναι: 
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12.9.6.  ∆bοργ σε µετρήσεις µε δύο αναλογικούς µετρητές. 
 

Στα αναλογικά όργανα το εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος που δηλώνεται από την 
κατασκευάστρια εταιρεία είναι ένας σταθερός αριθµός, µε άγνωστη τιµή κα πρόσηµο, όµοιος µε 
τον όρο hr των ψηφιακών οργάνων. Συνήθως, ο σταθερός αυτός όρος ταυτίζεται µε την τιµή 
της ελάχιστης υποδιαίρεσης του οργάνου: 
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ψ = εκυρ + εαν, 
 

ωστόσο επεκτείνεται σε όλη την κλίµακά του, γεγονός που οδηγεί σε απώλεια ακρίβειας στις 
µικρές τιµές.  
        Στα αναλογικά όργανα δεν δηλώνεται το ποσοστιαίο σφάλµα του µετρητή. Είναι όµως 
λάθος να πούµε, ότι οι δύο σταθεροί όροι των σφαλµάτων, ψx και ψy, (ελάχιστες υποδιαιρέσεις 
στις κλίµακες των 2 οργάνων) δε συµβάλουν στο σφάλµα της κλίσης της πειραµατικής 
ευθείας.  
        Στις σειρές που ακολουθούν θα δούµε ποια σφάλµατα των οργάνων επηρεάζουν την 
κλίση της πειραµατικής ευθείας, αλλά και πώς. Θα δούµε επίσης και ποια σφάλµατα δεν την 
επηρεάζουν. 
        Έστω ότι τα εγγυηµένα διαστήµατα σφαλµάτων των µετρητών xi και yi δίνονται σε 
µορφή: 

Accuracy (x): δx = δxκυρ + δxαν = ψx/2 + ψx/2 = ψx 
και 

Accuracy (y): δy = δyκυρ + δyαν = ψy/2 + ψy/2 = ψy. 
 

        Συνήθως, η µετρητική διαδικασία περιλαµβάνει µέτρηση των τιµών yi σε επιλεγµένες 
τιµές των xi. Καθώς, όµως, οι τιµές των xi επιλέγονται εκ’ των προτέρων, καταβάλλεται 
προσπάθεια στις τιµές των xi το σφάλµα ανάγνωσης να είναι «µηδέν», δηλαδή ο δείκτης του 
οργάνου να βρίσκεται πάνω από τη χαρακιά «ακριβώς» (αστοχία ρύθµισης της βελόνας 
µικρότερη από το µισό πάχος της χαρακιάς, που είναι 1/5 της ψ). Παρά ταύτα, στην ανάλυση 
που ακολουθεί, στους υπολογισµούς θα συµπεριλάβουµε και το σφάλµα ανάγνωσης του 
αναλογικού µετρητή των xi. 
        Θυµίζουµε, ότι καθώς η ανάλυση γίνεται σε προσέγγιση µηδενικής διασποράς των 
πειραµατικών τιµών xi και yi, για να υπολογίσουµε την κλίση της πειραµατικής ευθείας, όπως 
και του σφάλµατός της, αρκούν µόνο τα δύο οριακά πειραµατικά σηµεία που βλέπουµε στο  
Σχ. 14: δηλαδή τα σηµεία [x1, y1] και [xn, yn].  
        Από τη σκοπιά αυτή, και εδώ, η κλίση της πειραµατικής ευθείας είναι  
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Σχήµα 14.  Υπολογισµός του ∆bοργ σε µετρήσεις µε 2 αναλογικά όργανα (σy = 0). 
 
 

 

y1 

yn 

x1 xn 

y 

x 

Πειραµατική 
ευθεία µε κλίση b 

∆ 

Ε[xn – δxn,   yn + δyn] 

Γ 

Ζ [x1 + δx1,   y1 – δy1] 

Οριακή ευθεία 
µε κλίση b + ∆b 

Οριακή ευθεία 
µε κλίση b − ∆b 
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        Σκοπός της ανάλυσης είναι να κατασκευαστούν και να υπολογιστούν δύο οριακές ευθείες 
(Ζ-Ε και Γ-∆, Σχ. 14), εντός των οποίων µε σιγουριά βρίσκεται η ευθεία η πραγµατική. 
Ωστόσο, για να είναι οι ευθείες αυτές οριακές, τα σφάλµατα των πειραµατικών σηµείων πρέπει 
στο µέγιστο βαθµό να τις διαφοροποιούν από την ευθεία την πειραµατική. Η διαφοροποίηση 
αυτή λαµβάνει χώρα όταν στις τιµές των x1, xn και y1, yn, σηµειώνονται τα οριακά τους 

σφάλµατα, αλλά και τα πρόσηµά τους επιλέγονται κατάλληλα. 
        Όπως και στα ψηφιακά όργανα, για τον υπολογισµό του σφάλµατος στην κλίση αρκεί η 
κατασκευή της ευθείας µε τη µέγιστη δυνατή κλίση, δηλαδή της ευθείας Ζ-Ε, ενώ είναι περιττή 
η κατασκευή της ευθείας µε την ελάχιστη δυνατή κλίση, δηλαδή της ευθείας Γ-∆. 
        Έστω ότι τα οριακά σφάλµατα των τιµών x1, xn και y1, yn είναι δx1, δxn, και δy1 δyn, 
αντίστοιχα, όπου 

δx1 = δx1-κυρ + δx1-αν, 
δxn = δxn-κυρ + δxn-αν 

και 
δy1 = δy1-κυρ + δy1-αν, 
δyn = δyn-κυρ + δyn-αν. 

 

        Σηµειώνουµε ότι όταν οι µετρήσεις γίνονται στις ίδιες κλίµακες, στα 2 πειραµατικά 
σηµεία τα κύρια σφάλµατα των οργάνων έχουν ίδια τιµή και πρόσηµο, γεγονός που επιτρέπει 
την απάλειψή τους, αλλά και τα σφάλµατα ανάγνωσης, κατά µέτρο, έχουν ίδια τιµή: 
 

│δyn-αν│=│δy1-αν│ 
 

│δxn-αν│=│δx1-αν│. 
 

        Καθώς, όµως, το σφάλµα ανάγνωσης συνοδεύεται µε το σύµβολο ±, που σηµαίνει ότι το 
πρόσηµό του µπορεί να είναι +, αλλά µπορεί να είναι και –, η κλίση της ευθείας Ζ-Ε 
διαφοροποιείται στο µέγιστο βαθµό από την ευθεία την πειραµατική και αποκτά εγγυηµένο 
χαρακτήρα, όταν στο σφάλµα δyn-αν προσδίδεται πρόσηµο θετικό, ενώ στο σφάλµα δy1-αν 
προσδίδεται πρόσηµο αρνητικό: 

δyn-αν > 0 
 

δy1-αν < 0. 
 

Αντίστοιχα, στο σφάλµα δxn-αν προσδίδεται πρόσηµο αρνητικό, ενώ στο σφάλµα δx1-αν 
προσδίδεται πρόσηµο θετικό (βλ. Σχ. 14): 

δxn-αν < 0 
 

δx1-αν > 0, 
 

        Αναλυτικότερα, σύµφωνα µε τις µεθόδους της Αναλυτικής Γεωµετρίας, η κλίση της 
οριακής ευθείας Ζ-Ε υπολογίζεται από τη σχέση 
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όπου, 
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        Στην παραπάνω σχέση αξιοποιήθηκαν οι 2 πρώτη όροι της σειράς Teilor: 
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και αγνοήθηκε ο δευτέρας τάξης όρος:  
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        Τελικά, η σχέση για το εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος στην κλίση που προκαλούν τα 2 
όργανα είναι: 
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        Σε όµοια σχέση θα καταλήξουµε αν εξετάσουµε την οριακή ευθεία Γ-∆, ωστόσο αυτή θα 
προκύψει µε αρνητικό πρόσηµο της όλης παράστασης, γεγονός που µας επιτρέπει στη σχέση 
για το σφάλµα να προσθέσουµε το σύµβολο ±: 
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        Θυµίζουµε, ότι όταν οι µετρήσεις γίνονται στις ίδιες κλίµακες, στα 2 πειραµατικά σηµεία 
τα σφάλµατα ανάγνωσης, κατά µέτρο, έχουν ίδια τιµή (δyn-αν = δy1-αν,    δxn-αν = δx1-αν) γεγονός 
που επιτρέπει η σχέση (63) να σηµειωθεί ως: 
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        Τελικά, για το εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος στην κλίση προκύπτει η σχέση 
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        Σε µετρήσεις όµως όπου η µέτρηση της x1 έγινε σε µία κλίµακα, ενώ της xn σε άλλη, µε 
διαφορετική τιµή της ελάχιστης υποδιαίρεσης (δxn-αν ≠ δx1-αν), ο υπολογιασµός του σφάλµατος 
πρέπει να γίνεται από τη σχέση (63), που είναι πιο γενική. 
        Η σχέση (63) παραµένει ως έχει και σε έµµεσες µετρήσεις όπου τα µεγέθη x και y δεν 
είναι µετρηµένα άµεσα, αλλά είναι παραγόµενα από άλλα, που µετρήθηκαν άµεσα.  
        Για παράδειγµα 

2Rx =  
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π
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y . 
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        Στα µεγέθη x και y, τα αντίστοιχα σφάλµατα είναι  
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όπου δx1 ≠ δxn και δy1 ≠ δyn. 
        Ακόµη, από τη σχέση (64) προκύπτει το συµπέρασµα ότι το ∆bοργ είναι ελάχιστο όταν 
αξιοποιούνται οι κλίµακες των οργάνων στο µέγιστο δυνατό βαθµό, δηλαδή όταν οι 2 
παρανοµαστές έχουν τιµή κοντά στο Ζmax: 
 

yn ≈ Ζy-max, 
 

y1 ≈ 0 
και, επίσης: 

xn ≈ Ζx-max, 
 

x1 ≈ 0. 
 

        Συµπεραίνουµε ακόµη, ότι όταν οι άµεσες µετρήσεις γίνονται στην ίδια κλίµακα, το 
σφάλµα ∆bοργ είναι απαλλαγµένο από τα κύρια σφάλµατα των 2 οργάνων, που συνιστά 
πλεονέκτηµα της εφαρµοζόµενης µεθόδου.  
 

Σηµείωση. Σε πειράµατα όπου στις τιµές των xi ο δείκτης του αναλογικού οργάνου ρυθµίζεται 
να βρίσκεται πάνω από τη χαρακιά «ακριβώς», µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τη 
προσέγγιση: 

δxαν = 0,5 πάχους της χαρακιάς, 
 

Στα αναλογικά όργανα, συνήθως, το πάχος της χαρακιάς είναι ψ/5. Το γεγονός αυτό µας 
επιτρέπει, στις τιµές των xi, να ορίσουµε ως άνω όριο του σφάλµατος ανάγνωσης το γινόµενο  
 

x
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(προσέγγιση δxαν = 0,1ψx). 
        Στην προσέγγιση αυτή, η σχέση (64) σηµειώνεται ως: 
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        Ανακεφαλαιώνοντας µπορούµε να σηµειώσουµε ότι σε άµεσες µετρήσεις, στην ίδια 

κλίµακα, όταν γίνεται χρήση 2 αναλογικών οργάνων, όπου στις µετρήσεις των τιµών xi το 
σφάλµα ανάγνωσης σηµειώνεται ως  
 

δxαν = ± 0,1ψx, 
 

για τις τιµές  b,  a  και  ∆bοργ,  προκύπτουν οι σχέσεις:  
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12.9.6.1.  ∆aοργ σε µετρήσεις µε δύο αναλογικά όργανα 
 

Για λόγους πληρότητας, θα υπολογίσουµε και τον όρο ∆aοργ. 
        Συνήθως, το ενδιαφερόµενο φυσικό µέγεθος, όπως και το σφάλµα του, υπολογίζεται από 
την κλίση της πειραµατικής ευθείας  
 

y = a +bx, 
 

καθώς ο ελεύθερος όρος a είναι ευάλωτος ακόµη και στα κύρια σφάλµατα των δύο 
αναλογικών οργάνων.  
        Για παράδειγµα, η µεταβολή όλων των τιµών yi κατά δyκυρ, προς τις θετικές τιµές, δηλαδή 
όταν δyκυρ > 0, προκαλεί παράλληλη µετατόπιση της πειραµατικής ευθείας κατά δyκυρ και, 
εποµένως, το σηµείο τοµής της ευθείας µε τον άξονα των yi µετατοπίζεται προς τις θετικές 
τιµές επίσης κατά δyκυρ. Συνεπώς, το σφάλµα δyκυρ προκαλεί σφάλµα στο a, κατά ∆a1, όπου 
 

∆a1 = δyκυρ. 
 

        Επίσης, το κύριο σφάλµα του µετρητή των xi, δηλαδή το δxκυρ, όταν είναι ένας θετικός 
και σταθερός αριθµός (δxκυρ > 0) προκαλεί παράλληλη µετατόπιση της πειραµατικής ευθείς 
προς τις θετικές τιµές των xi, ενώ το σηµείο τοµής της πειραµατικής ευθείας µε τον άξονα των 
yi µετατοπίζεται προς τις αρνητικές τιµές κατά – bδxκυρ: 
 

∆a2 = – bδxκυρ. 
 

        Με όµοιούς συλλογισµούς θα καταλήξουµε στο συµπέρασµα ότι η µεταβολή της κλίσης 
της πειραµατικής ευθείας κατά ∆b προκαλεί µετατόπιση του σηµείου τοµής κατά ∆a3, όπου 
 

∆a3 = – ∆b(xn + x1)/2 
κ.ο.κ. 
        Βλέπουµε, ότι και στα αναλογικά όργανα, το σφάλµα στο a είναι ευάλωτο στο σύνολο των 

σφαλµάτων των 2 οργάνων. Το γεγονός αυτό κάνει ασύµφορο τον υπολογισµό του 
ενδιαφερόµενου φυσικού µεγέθους µέσο του ελευθέρου όρου a. Ωστόσο για λόγους 
πληρότητας, στην παράγραφο αυτή θα υπολογίσουµε και το εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος 
στον ελεύθερο όρο a. Για το σκοπό αυτό, θεωρούµε το Σχ. 15. 
        Οι σχετικοί υπολογισµοί του σφάλµατος ∆aοργ θα γίνουν µε τους όρους που εξετάσαµε 
στην προηγούµενη παράγραφο, όπου υπολογίσαµε το σφάλµα στην κλίση ∆bοργ. 
        Με τους όρους αυτούς, η πειραµατική ευθεία τέµνει τον άξονα y στο σηµείο a, το οποίο 
υπολογίζεται από τη σχέση  
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ενώ η οριακή ευθεία Ζ-Ε τέµνει τον άξονα y στο σηµείο aZ-E, το οποίο υπολογίζεται από τη 
σχέση  
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όπου λαµβάνονται υπόψη τα σφάλµατα των 2 οργάνων. Οι συντεταγµένες των σηµείων Ζ και 
Ε είναι: 

Ζ [x1 + δxκυρ + δx1-αν,   y1 + δyκυρ – δy1-αν] 
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και 
Ε[xn + δxκυρ – δxn-αν,      yn + δyκυρ + δyn-αν]. 

 

        Έστω ότι οι µετρήσεις των xi και yi έγιναν στην ίδια κλίµακα. Όπως και στον υπολογισµό 
του σφάλµατος στην κλίση, το σφάλµα ∆aοργ θα το υπολογίσουµε ως διαφορά των όρων a και 
aZ-E: 

∆aοργ = aπ – aZ-E. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 15.  Υπολογισµός του ∆аοργ σε µετρήσεις µε 2 αναλογικά όργανα (σy = 0). 
 
 

        Αναλυτικότερα, η οριακή ευθεία Ζ-Ε τέµνει τον άξονα y στο σηµείο aZ-E, το οποίο 
υπολογίζεται από τη σχέση  
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όπου αγνοήθηκε ο δευτέρας τάξης όρος ∆b×δxκυρ. Με την αγνόηση αυτή, ο όρος ∆a γίνεται: 
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Τελικά, για το εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος στον ελεύθερο όρο a προκύπτει η σχέση 
 

,
2

)(
2

)( 11

22
xx

b
xx

b nxyn
κυρκυρ

ψ
b

ψ
δxbδya +

∆
+

∆ ++=+×+=∆  

 

όπου 

1

1

xx
yy

b
n

n

−
−

=  

           y1 
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∆a 
        aZ-E 
 

δxκυρ > 0 
δxαν  = ± 0,5ψx 

δyκυρ > 0 
δyαν = ± 0,5ψy 

yn 

x1 xn 

y 

x 

Πειραµατική 
ευθεία  

y = a + bx 

Ε[xn – δxn-αν,   yn + δyn-αν] 

Ζ [x1 + δx1-αν,   y1 – δy1-αν] 

Οριακή ευθεία 
µε κλίση b + ∆b 
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Το σφάλµα ∆b µπορεί να υπολογιστεί και από τη σχέση  
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όπου στις µετρήσεις των xi το σφάλµα ανάγνωσης σηµειώνεται ως: 
 

δxαν = ± 0,1ψx. 
 

12.9.6.2. Ολικό σφάλµα στην κλίση σε µετρήσεις µε δύο αναλογικά όργανα 
 

Έστω ότι οι άµεσες µετρήσεις των xi και yi έγιναν στις ίδιες κλίµακες. 
        Όταν η διασπορά των πειραµατικών σηµείων είναι 0, η κλίση της πειραµατικής ευθείας 
µπορεί να υπολογιστεί από τα δύο οριακά πειραµατικά σηµεία (x1, y1) και (xn, yn).  
        Ωστόσο όταν η διασπορά των πειραµατικών σηµείων δεν είναι µηδέν, είναι προτιµότερο ο 
υπολογισµός της κλίσης να γίνεται µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων, ενώ στο σφάλµα 
∆bοργ πρέπει να προστεθεί και η αβεβαιότητά της, δηλαδή ο όρος ∆bτυχ:  
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όπου tn,p  είναι ο συντελεστής Student.  
        Σε µετρήσεις των xi, όπου ο όρος δxαν σηµειώνεται ως δxαν = 0,1ψx, ο παραπάνω τύπος 
διαφοροποιείται λίγο και παίρνει τη µορφή:  
 









−

×
+

−
=∆

)(
1,02

11)( xx
ψ

n

x

n

y
ολικο yy

ψ
bb   +  (((( )))) ∑∑∑∑ ∑∑∑∑−−−−

××××
−−−−

∑∑∑∑×××× 22

2

)(2 ii

i
pn,

xxn

n

n

d
t ,        Ρ ≥ 99,7 % (67), 

 

ενώ σε µετρήσεις όπου ο όρος δxαν σηµειώνεται ως δxαν = 0, οι σχέσεις (63) και (66) 
απλοποιούνται, ενώ η σχέση (67) αποκτά τη µορφή: 
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12.9.7.  Μικτά όργανα. ∆bοργ σε µετρήσεις µε αναλογικό µετρητή των xi και ψηφιακό των yi 
 

Έστω, ότι σε άµεσες µετρήσεις των xi και yi οι κλίµακες των 2 οργάνων δεν αλλάζουν.  
        Έστω ακόµη, ότι ο µετρητής των τιµών xi είναι αναλογικός, ενώ των yi είναι ψηφιακός, 
δηλαδή τα εγγυηµένα σφάλµατά τους δίνονται σε µορφή  
 

Accuracy (x): δx = δxκυρ + δxαν = ψx/2 + ψx/2 = ψx 
και     

Accuracy (y): δy = yγy + hyry, 
 

αντίστοιχα.  
          Στο βαθµό που στις µετρήσεις των τιµών yi το ποσοστιαίο σφάλµα γy και ο όρος hyry 
έχουν σταθερή τιµή και πρόσηµο, είναι βολικό, στους υπολογισµούς να υποθέσουµε γy > 0 και 
hyry > 0. Επίσης, είναι βολικό να υποθέσουµε ακόµη, ότι και στις µετρήσεις των xi, το κύριο 
σφάλµα του αναλογικού οργάνου είναι ένας θετικός και σταθερός αριθµός.  
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        Υπό τις συνθήκες αυτές, οι δύο οριακές ευθείας, Ζ-Ε και Γ-∆, µε την µέγιστη και 
ελάχιστη κλίση, χαράσσονται όπως στο Σχ. 16.  
        Λόγω σφαλµάτων, για να έχει η ευθεία Ζ-Ε τη µέγιστη δυνατή κλίση και να αποκτήσει 
εγγυηµένο χαρακτήρα, στο πρώτο πειραµατικό σηµείο, το σφάλµα ανάγνωσης του αναλογικού 
οργάνου πρέπει να σηµειώνεται µε πρόσηµο +, ενώ στο n-οστό, µε πρόσηµο – .  
        Με συλλογισµούς όπως οι προηγούµενοι, συµπεραίνουµε ότι οι συντεταγµένες των 
πειραµατικών σηµείων Ζ και Ε είναι:  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 16.  ∆bοργ σε µετρήσεις µε αναλογικό µετρητή των xi και ψηφιακό των yi. 
 
 

Ζ[x1 + δx1-αν,   y1 + δy1] = Ζ[x1 + δx1-κυρ + δx1-αν,   y1 + y1γy + hyry] 
και 

Ε[xn + δxn,   yn+ δyn] = Ε[xn + δxn-κυρ – δxn-αν,   yn + ynγy + hyry], 
 

όπου σε άµεσες µετρήσεις στην ίδια κλίµακα τηρείται ο όρος 
 

δx1-κυρ = δxn-κυρ. 
 

        Ακολουθώντας την ίδια µέθοδο, θα υπολογίσουµε την κλίση της οριακής ευθείας Ζ-Ε και, 
στη συνέχεια, θα εντοπίσουµε τη διαφοροποίησή της από την κλίση της πειραµατικής b, η 
οποία σε συνθήκες σy = 0 ορίζεται από τη σχέση  
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        Σύµφωνα µε τις µεθόδους της Αναλυτικής Γεωµετρίας, η κλίση της οριακής ευθείας Ζ-Ε 
υπολογίζεται από τη σχέση 
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Οριακές ευθείες µε 
κλίσεις b + ∆b 

και b − ∆b 
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δxαν = ± 0,5ψx 
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όπου ο δευτέρας τάξης µικρός όρος γy×δxαν×b αγνοήθηκε και αξιοποιήθηκαν οι 2 πρώτοι όροι 
της σειράς Teilor: 

h
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1
,       (h << 1). 

 

        Τελικά, το σφάλµα στην κλίση που προκαλούν τα 2 όργανα είναι: 
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        Σε όµοια σχέση θα καταλήξουµε αν εξετάσουµε την οριακή ευθεία Γ-∆, αλλά µε αρνητικό 
πρόσηµο της όλης παράστασης, γεγονός που µας επιτρέπει στο σφάλµα της κλίσης να 
προσθέσουµε το σύµβολο ±: 
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        Καθώς σε άµεσες µετρήσεις στην ίδια κλίµακα τηρείται ο όρος 
 

νν = α-α-n δxδx 1 , 
 

η σχέση (68) απλοποιείται και παίρνει τη µορφή  
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ενώ σε µετρήσεις όπου στις τιµές των xi το σφάλµα ανάγνωσης σηµειώνεται ως 0,1ψx, το 
σφάλµα στην κλίση υπολογίζεται από τη σχέση 
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Σηµείωση. Καθώς είναι ασύµφορο, το ενδιαφερόµενο φυσικό µέγεθος να προσδιορίζεται από 
τον ελεύθερο όρο a, τον υπολογισµό του σφάλµατος ∆aοργ θα τον παραλείψουµε. 
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12.9.7.1. Ολικό σφάλµα στην κλίση σε µετρήσεις µε ψηφιακό µετρητή των yi και αναλογικό 
των xi 

 

        Όταν η διασπορά των τιµών yi δεν είναι 0 (σy ≠ 0), σε µετρήσεις των xi και yi µε µικρά n 
(3 < n < 10), µε πιθανότητα 99,73 < Ρ < 100 %, το εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος στην κλίση 
της βέλτιστης πειραµατικής ευθείας υπολογίζεται από τη σχέση:  
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όπου η κλίση b προσδιορίζεται µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων. 
        Η σχέση (71) µπορεί να σηµειωθεί και ως:  
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ή ως: 
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όταν στον αναλογικό µετρητή των xi, οι τιµές τους σηµειώνονται µε σφάλµα ανάγνωσης 0,1ψx. 
 
Σηµείωση. Και στο µέρος αυτό, το σφάλµα του ελευθέρου όρου a που προκαλούν τα όργανα 
θα το παραλείψουµε. 
 
12.9.8.  Όργανα µικτά. ∆bοργ σε µετρήσεις µε αναλογικό µετρητή των yi και ψηφιακό των xi  
 

Ακολουθώντας την ίδια µέθοδο, θα υπολογίσουµε την κλίση της οριακής ευθείας Ζ-Ε και, στη 
συνέχεια, θα εντοπίσουµε τη διαφοροποίησή της από την κλίση της πειραµατικής ευθείας, που 
σε συνθήκες σy = 0 υπολογίζεται από τη σχέση (Σχ. 17): 
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Σχήµα 17.  ∆bοργ σε µετρήσεις µε αναλογικό µετρητή των yi και ψηφιακό των xi. 
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γx > 0,  
hxrx > 0 
δyκυρ > 0 
δyαν= ± ψy 

Ε [xn + xnγx,   yn +δyn-αν] 

x1 xn 

x 

Πειραµατική 
ευθεία µε κλίση b 

Ζ [x1 + x1γx,   y1 – δy1-αν] 

y 

y1 

yn 

Οριακή ευθεία µε 
κλίση b + ∆b, 

µε κλίση b − ∆b 
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        Έστω ότι σε άµεσες µετρήσεις των xi και yi, οι κλίµακες των 2 οργάνων δεν αλλάζουν.  
Θα υποθέσουµε ότι στον ψηφιακό µετρητή των xi οι παράµετροι ακρίβειας είναι θετικοί 
αριθµοί, δηλαδή:  

γx > 0   και   hxrx > 0. 
 

        Θα υποθέσουµε ακόµη ότι στον αναλογικό µετρητή των yi το κύριο σφάλµα του οργάνου 
είναι ένας σταθερός και θετικός αριθµός, δηλαδή:  
 

δyκυρ > 0, 
 

ενώ το σφάλµα ανάγνωσης στις τιµές των yi, δηλαδή δyαν, µπορεί να έχει πρόσηµο + ή 
πρόσηµο – . 
        Για να είναι η ευθεία Ζ-Ε οριακή, και εποµένως εγγυηµένη, στο σηµείο y1, στο σφάλµα 
ανάγνωσης πρέπει να προσδίδεται πρόσηµο – , ενώ στο σηµείο yn, πρόσηµο + . 
        Υπό τις συνθήκες αυτές, η κλίση της οριακής ευθείας Ζ-Ε (Σχ.17) υπολογίζεται από τη 
σχέση:  
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στην οποία αγνοήθηκε ο δευτέρας τάξης µικρός όρος γx×δyαν×b και αξιοποιήθηκε η 
προσέγγιση  

x
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1
,      (γx << 1). 

 

        Τελικά, για το σφάλµα στην κλίση που προκαλούν τα 2 όργανα προκύπτει η σχέση  
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        Σε όµοια σχέση θα καταλήξουµε αν εξετάσουµε την οριακή ευθεία Γ-∆, αλλά µε αρνητικό 
πρόσηµο της όλης παράστασης. Αυτό µας επιτρέπει το σφάλµα στην κλίση να το σηµειώσουµε 
ως:  
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η οποία µπορεί να απλοποιηθεί, καθώς σε άµεσες µετρήσεις στην ίδια κλίµακα τηρείται ο όρος:  
 

δyn-αν = δy1-αν = ψy/2 
 

Στις µετρήσεις αυτές το σφάλµα στην κλίση υπολογίζεται από τη σχέση  
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Σηµείωση 1. Καθώς η ρύθµιση των τιµών xi µπορεί να γίνεται µε βήµα της διακριτικής 
ικανότητας του ψηφιακού οργάνου, που είναι µία τάξη µικρότερο από το ποσοστιαίο σφάλµα 
γx, η ακρίβεια του πειράµατος µπορεί να βελτιωθεί σηµαντικά, αν τις τιµές των xi τις 

ρυθµίζουµε, µε µικρό βήµα, προκειµένου στων αναλογικό µετρητή των yi η βελόνα να 
βρίσκεται πάνω από τη χαρακιά «ακριβώς» (!), δηλαδή οι τιµές των yi να σηµειώνονται µε 
σφάλµα ανάγνωσης µικρότερο από 0,1ψy. Σε πειράµατα όπου τηρείται αυτή η διαδικασία, το 
σφάλµα στην κλίση, λόγω οργάνων, µειώνεται και η σχέση (75) παίρνει τη µορφή: 
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Σηµείωση 2. Σε άµεσες µετρήσεις µε αναλογικό µετρητή των yi και ψηφιακό των xi, το 
σφάλµα στην κλίση που προκαλούν τα 2 όργανα είναι απαλλαγµένο: 
 

 από το σταθερό όρο hxrx, του ψηφιακού µετρητή των xi, 
 

 από το κύριο «σφάλµα» του αναλογικού µετρητή των yi, 
 

 καθώς το σφάλµα ανάγνωσης του αναλογικού µετρητή των yi δύναται να µειωθεί 5 φορές! 
 

Σηµείωση 3. Το σφάλµα του ελευθέρου όρου a, θα το παραλείψουµε και εδώ. 
 
12.9.8.1.  Ολικό σφάλµα στην κλίση σε µετρήσεις µε αναλογικό µετρητή των yi και ψηφιακό 

των xi 
 

Όταν η διασπορά των τιµών yi δεν είναι 0 (σy ≠ 0), σε µετρήσεις µε µικρό αριθµό µετρήσεων n 
(3 < n < 10), µε πιθανότητα 99,73 < Ρ < 100, το εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος στην κλίση 
της βέλτιστης πειραµατικής ευθείας υπολογίζεται από τη σχέση: 
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όπου η κλίση b υπολογίζεται µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων. 
        Σε άµεσες µετρήσεις των yi, στην ίδια κλίµακα τηρείται ο όρος: 
 

δyn-αν = δy1-αν = ψy/2. 
 

Στις µετρήσεις αυτές, στη σχέση (77) το άθροισµα δyn-αν + δy1-αν είναι ψy και εποµένως το 
σφάλµα στην κλίση υπολογίζεται από τη σχέση:  
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        Σε µετρήσεις όπου στις τιµές των yi το σφάλµα ανάγνωσης σηµειώνεται ως 0,1ψy, στη 
σχέση (77) το άθροισµα δyn-αν + δy1-αν είναι 0,2ψy, ενώ το σφάλµα στην κλίση υπολογίζεται 
από τη σχέση:  
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Σηµείωση. Και στο µέρος αυτό, θα το παραλείψουµε τον υπολογισµό του σφάλµατος του 
ελευθέρου όρου a, που προκαλούν τα σφάλµατα των 2 οργάνων. 
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13. Μέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων σε γραµµική σχέση τύπου y = Βx. 
(µετρητές ψηφιακοί) 

13.1 Εισαγωγή 
 

Σε µερικά προβλήµατα, η σχετική θεωρητική ανάλυση της πειραµατικής µεθόδου οδηγεί στο 
συµπέρασµα ότι η σχέση µεταξύ των φυσικών µεγεθών  x  και  y  είναι τύπου  
 

y = Bx. 
 

        Εδώ το πρόβληµα διατυπώνεται ως εξής. Σε µετρήσεις µε ιδανικούς µετρητές και σε 
συνθήκες σy ≠ 0, από τα n πειραµατικά ζεύγη (xi, yi), να υπολογιστεί η κλίση b της βέλτιστης 
πειραµατικής ευθείας,  

y = bx, 
 

η οποία µε τον καλύτερο τρόπο προσοµοιώνει τα πειραµατικά σηµεία.  
        Συνήθως, στα πειράµατα ενδιαφέρει η κλίση της πειραµατικής ευθείας, b, πίσω από την 
οποία βρίσκεται κάποιο φυσικό µέγεθος που ζητείται να προσδιοριστεί. 
        Παράλληλα, ελέγχεται πειραµατικά αν η σχέση µεταξύ των µεταβλητών  x  και  y  είναι 
γραµµική.  
        Και στο πρόβληµα αυτό, τη διασπορά των τιµών xi θα τη θεωρούµε 0 (σx = 0), ενώ τις 
τιµές των yi θα τις θεωρούµε τυχαία διασπαρµένες µε σταθερή διασπορά σy (σy ≠ 0). Στην 
ανάλυση, θα υποθέσουµε ακόµη ότι οι δύο µετρητές είναι ψηφιακοί. 
        Ακολουθώντας τη βασική αρχή της Μετρολογίας, και εδώ, το ολικό σφάλµα στην κλίση 
θα το υπολογίσουµε ως άθροισµα 2 όρων: 
 

∆bολικο = ∆bοργ + ∆bτυχ, 
 

ενώ την πραγµατική κλίση Β, θα τη σηµειώνουµε ως 
 

B = b ± ∆bολικο. 
 

        Λόγω διασποράς των πειραµατικών τιµών yi, µετρώντας την κλίση της µίας βέλτιστης 
ευθείας, δεν αναµένουµε η κλίση της να συµπίπτει µε την κλίση της πραγµατικής, δηλαδή της 
ευθείας  

y = Bx. 
Με την έννοια αυτή,  

b ≠ Β, 
 

        Στο µοντέλο της µεθόδου, η πραγµατική τιµή της κλίσης υπολογίζεται ως µέσος όρος των 
κλίσεων bk, άπειρων βέλτιστων ευθειών: 
 

k

b
B k

k∑
∞

== 1
. 

 

        Τηρώντας την παράδοση των πανεπιστηµιακών εργαστηριακών εγχειριδίων, θα 
υπολογίσουµε πρώτα την κλίση b, της βέλτιστης πειραµατικής ευθείας: 
 

y = bx, 
 

σε προσέγγιση ιδανικών οργάνων. 
 
13.2.  Η κλίση b, της βέλτιστης πειραµατικής ευθείας y = bx (σy ≠ 0) 
 

Η εφαρµογή της µεθόδου των ελαχίστων τετραγώνων στη συνάρτηση  
 

y = bx, 
οδηγεί στον όρο  



65 

                             ∑ =−=∑=
=

n

i
ii

n

i
i bxydS 2

1

2 )( ελάχιστο (βλ. τον εργαστηριακό οδηγό),         (80) 

 

όπου η αναγκαία συνθήκη για ελάχιστο S είναι  
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Από την τελευταία σχέση προκύπτει :  
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Εποµένως, η τιµή της κλίσης b, της βέλτιστης πειραµατικής ευθείας y = bx είναι: 
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        Σύµφωνα µε το µοντέλο της µεθόδου, θεωρούµε άπειρες πειραµατικές ευθείες, µε τυπική 
απόκλιση στις κλίσεις σb.  
 
13.3.  Τυπική απόκλιση της κλίσης b. Προσέγγιση ιδανικών οργάνων 
 

Για τον υπολογισµό της τυπικής απόκλισης σb
2 της κλίσης b των κλίσεων bk (βλ. Σχ. 9), θα 

λάβουµε υπόψη τις συνθήκες:  
 

yyyyx σ...σσσ
n

σ ===και=
21

,0  = σταθ, 
 

όπου σy είναι η τυπική απόκλιση των τιµών yi, την οποία θα τη θεωρούµε γνωστή ή µε κάποιον 
τρόπο προσδιορισµένη.  
Εποµένως, την παράµετρο σb

2 θα την υπολογίσουµε συναρτήσει σ2
y. 

        Καθώς b = b(y1, y2, y3…yn), για το τετράγωνο της τυπικής απόκλισης των bk, δηλαδή τη 
σb

2, µπορούµε να σηµειώσουµε τη γενική σχέση:  
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όπου οι παράγωγοι στις παρενθέσεις µπορούν να υπολογιστούν από τη σχέση (82), 
που είναι: 
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        Από την αντικατάσταση των παραγώγων αυτών στη γενική σχέση (83), για τη παράµετρο 
σb

2 προκύπτει η σχέση: 
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όπου το τετράγωνο της τυπικής απόκλισης των yi, δηλαδή η σy
2, µπορεί να υπολογιστεί από τον 

τύπο για τα di
2:  
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        Στη σχέση (85), η διαίρεση γίνεται δια (n – 1) και όχι (n – 2), καθότι στο πρόβληµα αυτό 
ο ελάχιστος αριθµός των πειραµατικών ζευγών (xi, yi) δεν είναι 3 αλλά 2.  
        Θυµίζουµε, ότι στις σχέσεις  

y = a + bx 
και  

y = bx, 
 

η τυπική απόκλιση των yi, δηλαδή η σy, µπορεί να µετρηθεί και πειραµατικά σε ένα ξεχωριστό 
πείραµα, µετρώντας k φορές την τιµή της yi στο σηµείο xi.  
       Ωστόσο, στο βαθµό που σε όλα τα σηµεία yi τηρείται ο όρος σy = σταθ, το ξεχωριστό 
πείραµα είναι περιττό, καθώς η τιµή της σy µπορεί να υπολογιστεί και µέσω των di, από τη 
σχέση (85), που είναι βολικότερα τελικά. 
 
13.4.  Κλίση και τυπική απόκλιση της κλίσης σε συνάρτηση y = bx 
 

Σε µετρήσεις µε µεγάλα n, για τα µεγέθη b, σb
2, σy  και σb, καταλήγουµε τελικά στις ακόλουθες 

σχέσεις:  
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        Σε µετρήσεις µε µικρά n (3 < n < 10), η αβεβαιότητα της κλίσης υπολογίζεται από τον 
τύπο  

∆bτυχ = tn,pσb, 
 
όπου tn,p είναι ο συντελεστής Student. 
 
13.5. ∆bοργ που προκαλούν τα 2 ψηφιακά όργανα, σε συνάρτηση τύπου y = bx (σy = 0) 
 

Θα υπολογίσουµε τώρα το σφάλµα στην κλίση b που οφείλεται µόνο στα σφάλµατα των 2 

οργάνων.  
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Την ανάλυση θα την κάνουµε σε προσέγγιση µηδενικής διασποράς και των τιµών yi (σy = 0). 
Θα υποθέσουµε ακόµη ότι τα δύο όργανα είναι ψηφιακά, µε παραµέτρους ακριβείας:  

 

Accuracy (x): γx (%) + hxrx 
και     

Accuracy (y): γy (%) + hyry, 
 

αντίστοιχα.  
        Και εδώ, θα θεωρούµε ότι οι µετρήσεις γίνονται στις ίδιες κλίµακες των οργάνων. 
Για την ανάλυση, θεωρούµε το Σχ. 18, όπου εικονίζονται η πειραµατική ευθεία  
 

y = bx, 
 

όπως και η οριακή ευθεία Ζ-Ε, η κλίση της οποίας διαφέρει από την πειραµατική κατά ∆bοργ. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 18.  Σφάλµα στην κλίση που συνεισφέρουν τα 2 ψηφιακά όργανα. 
 
 
        Και στο πρόβληµα αυτό, την προσέγγιση σy = 0 τη συνοδεύουµε µε την εικόνα που 
βλέπουµε στο Σχ. 18, όπου τα πειραµατικά σηµεία τα φανταζόµαστε να πέφτουν πάνω σε µία 
ευθεία ακριβώς, ωστόσο µε κλίση διαφορετική, κατά ∆bοργ, από την κλίση της πραγµατικής 
(δεν τη χαράξαµε στο σχήµα).  
        Επίσης, στην ανάλυση θα θεωρούµε ότι τα µεγέθη γx, hxrx, γy και hyry, στις µετρήσεις 
έχουν σταθερή τιµή και πρόσηµο, που θα το θεωρούµε σε όλα τα µεγέθη θετικό. 
        Για τον υπολογισµό του όρου ∆bοργ, αρκεί να υπολογιστεί η κλίση της οριακής ευθείας  
Ζ-Ε και, στη συνέχεια, να υπολογιστεί η διαφοροποίησή της από την κλίση της πειραµατικής, 
που υπολογίζεται από τη σχέση  

1
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b
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−−−−========

∆
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. 

 

        Καθώς τα πρόσηµα των σφαλµάτων είναι θετικά, στην ευθεία Ζ-Ε οι συντεταγµένες του 
σηµείου Ζ είναι:  

Ζ[x1 + δx1,   y1 + δy1], 
 

ενώ οι συντεταγµένες του σηµείου Ε είναι: 
 

Ε[xn + δxn,   yn + δyn]. 

Τα διαστήµατα δx1, δxn, 
δy1, δyn, hxrx και hyry, 
διατηρούν τα πρόσηµά 

τους στις µετρήσεις 

y1 

yn 

x1 xn 

y 

x 

Πειραµατική 
ευθεία µε κλίση b: 

1

1

xx
yy

b
n

n

−−−−
−−−−

====  

Οριακή ευθεία 
µε κλίση b + ∆b 

Ε 

Ζ 
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        Από τα σφάλµατα των 2 ψηφιακών οργάνων, για τα εγγυηµένα διαστήµατα σφαλµάτων, 
δx και δy, προκύπτουν οι σχέσεις:  
 

δx1 = x1γx + hxrx, 
δxn = xnγx + hxrx 

και 
δy1 = y1γy + hyry, 
δyn = ynγy + hyry, 

 

από τις οποίες, για την κλίση της οριακής ευθείας Ζ-Ε προκύπτει η παράσταση: 
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όπου αγνοήθηκε το δευτέρας τάξης γινόµενο γy×γx. Στην τελευταία σχέση είναι:  
 

∆b = b(γy – γx).                                                          (91) 
 

        Σηµειώνουµε ότι η σχέση (91) µπορεί να αξιοποιηθεί ως έχει όταν είναι γνωστά τα 
πρόσηµα των ποσοστιαίων σφαλµάτων γy και γx.  
        Συνήθως, οι κατασκευάστριες εταιρείες δεν αναφέρουν το πρόσηµο των ποσοστιαίων 
σφαλµάτων, δηλώνοντας µόνο την αριθµητική τους τιµή.  
        Στην περίπτωση αυτή η σχέση (91) έχει τη µέγιστη τιµή και αποκτά οριακό και εγγυηµένο 
χαρακτήρα όταν στην παρένθεση προσθέτουµε τα µέτρα των ποσοστιαίων σφαλµάτων γy και γx: 
 

∆b = b(│γy│+│γx│).                                                    (92) 
 
13.6.  Ολικό «σφάλµα» της κλίσης της βέλτιστης πειραµατικής ευθείας y = bx  (σy ≠ 0) 
 

Σε µετρήσεις µε µικρά n (3 < n < 10) και µε µη µηδενική διασπορά των τιµών yi (σy ≠ 0), την 
κλίση B της πραγµατικής ευθείας, όπως και το σφάλµα της, τα σηµειώνουµε ως: 
 

B = b ± ∆bολ, 
 

όπου το b παριστάνει την κλίση της βέλτιστης πειραµατικής ευθείας (της πρώτης του 
µοντέλου, Σχ.9), η τιµή της οποίας υπολογίζεται από τη σχέση 
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ενώ το ολικό σφάλµα στην κλίση, ∆bολ, υπολογίζεται από τον τύπο 
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όπου tn,p είναι ο συντελεστής Student. 
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13.7.  Μερικά λεπτά σηµεία της µεθόδου των ελαχίστων τετραγώνων.  
 

13.7.1. Συνθήκες σx = 0  και  σy = σταθ. 
 

Σηµειώνουµε, ότι για τις σχέσεις  a και σa, b και  σb, που βλέπουµε στον εργαστηριακό οδηγό, 
αλλά και σε αυτές τις σηµειώσεις, ισχύουν δύο περιοριστικοί όροι:  
 

(α) - Στις εφαρµογές της µεθόδου των ελαχίστων τετραγώνων, από τις δύο µεταβλητές x και y, 
για x επιλέγεται η µεταβλητή που δεν υφίσταται τυχαίες διακυµάνσεις, δηλαδή σx = 0. 
Εποµένως τις τυχαίες διακυµάνσεις τις υφίσταται µόνο η µεταβλητή y. 
 

(β) - Οι µαθηµατικές σχέσεις για τις παραµέτρους a, b, σa και σb, που αναφέρονται στον 
εργαστηριακό οδηγό, αλλά και εδώ, παρήχθησαν υπό την προϋπόθεση ότι οι τυχαίες 
διακυµάνσεις της y είναι ίδιες σε όλα τα σηµεία yi. (βλ. µοντέλο της µεθόδου, ίδιες γκαουσιανές 
στο Σχ.9, οι οποίες υποδεικνύουν µία σταθερή τυχαία παρεµβολή στις µετρήσεις).  
Εποµένως, στην επεξεργασία των πειραµατικών δεδοµένων πρέπει να τηρείται ο όρος:  
 

σy1 = σy2 = σy3 = …σyn = σy = σταθ. 
 

Τους δύο αυτούς όρους θα τους εξετάσουµε σε ένα παράδειγµα εργαστηριακής Άσκησης: 
 

«Μέτρηση της επιτάχυνσης της βαρύτητας µε τη µέθοδο της πτώσης των σωµάτων» 
 

        Στην Άσκηση 1 του εργαστηριακού οδηγού, γίνεται µέτρηση της επιτάχυνσης της 
βαρύτητας µε τη µέθοδο της πτώσης των σωµάτων. Για το σκοπό αυτό, µετράνε το χρόνο t, 
πτώσης µιας µεταλλικής σφαίρας, που διανύει απόσταση h.  
        Στις µετρήσεις, µηδενική διασπορά έχουν οι τιµές της h, ενώ στις τιµές του χρόνου ti, 
παρατηρείται «µέση διασπορά» σt, δηλαδή σt ≠ 0.  
        Για να εφαρµοστούν οι τύποι της µεθόδου των ελεχίστων τετραγώνων που βλέπουµε στον 
εργαστηριακό οδηγό, αλλά και εδώ, για ανεξάρτητη µεταβλητή πρέπει να οριστεί η h, καθώς 
σh = 0. Για την ανάλυση των πειραµατικών αποτελεσµάτων, η επιλογή αυτή οδηγεί στην 
ισοδύναµη σχέση  

h
g

t 22 = , 

 

η οποία µπορεί να γραµµικοποιηθεί µε 2 τρόπους: 
 

1.  Μέσω της επιλογής  y = t2,      x = h, η οποία οδηγεί στη γραµµική σχέση  
 

y = b1x,      όπου      
g

b 2
1 = . 

 

2.  Μέσω της επιλογής y = t,      x = √h, η οποία οδηγεί στη γραµµική σχέση  
 

y = b2x,      όπου      
g

b 2
2 = . 

 

        Προσέχουµε ότι στις δύο επιλογές, η συνθήκη σyi = σταθ τηρείται στη δεύτερη, καθώς 
εδώ σε όλα τα σηµεία ti η «µέση διασπορά» στο χρόνο είναι σt και είναι ίδια σε όλες τις τιµές 
ti. Αντίθετα, στην πρώτη επιλογή, η «µέση διασπορά» των (ti)2 είναι 2tσt, δηλαδή είναι 
ανάλογη του t και εποµένως εδώ δεν τηρείται η συνθήκη σy = σταθ. 
        Στη δεύτερη επιλογή, χρήση των σχέσεων για τα σb και σa που βλέπουµε στο 
εργαστηριακό οδηγό είναι επιτρεπτή, ενώ στην πρώτη, η χρήση τους είναι αδύνατη.  
        Ωστόσο, η γραµµικοποίηση της αρχικής σχέσης µπορεί να γίνει όπως και στη πρώτη 
επιλογή, αλλά στο βαθµό που η σχέση για την τυπική απόκλιση σb τροποποιηθεί κατάλληλα 
(βλ. σχόλιο της Άσκησης 4). 
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Παραρτήµατα 
 

Παράρτηµα  1.  ∆ιακρίβωση των µετρητών 
 

H διακρίβωση του µετρητή είναι υποχρεωτική και πρέπει να γίνεται σε τακτά χρονικά 
διαστήµατα (κάθε 2 χρόνια), ακολουθώντας ένα αυστηρό πρωτόκολλο διακρίβωσης. Η 
διαδικασία αυτή είναι χρονοβόρα και δαπανηρή και αποσκοπεί στον έλεγχο των παραµέτρων 
ακρίβειας του οργάνου. Αν, για παράδειγµα, διαπιστωθεί ολίσθηση αυτών των παραµέτρων, 
γίνεται η κατάλληλη ρύθµισή τους, προκειµένου να επανέλθουν στις αρχικές τους τιµές.  
        Η διακρίβωση επιτρέπει τον προσδιορισµό του διορθωτικού παράγοντα στις µετρήσεις, 
αυξάνοντας έτσι την ακρίβεια των αποτελεσµάτων. Είναι, όµως, παρακινδυνευµένο να γίνεται 
η χρήση του διορθωτικού παράγοντα, καθώς λόγω µέτριας ποιότητας των εξαρτηµάτων του 
οργάνου, ο διορθωτικός παράγων θα ολισθαίνει σιγά-σιγά και µετά από µία ή µερικές 
εβδοµάδες θα έχει άγνωστη τιµή. Αλλά και η συνθήκες του πειράµατος διαφέρουν, συνήθως, 
από αυτές της διακρίβωσης. Από την παρατήρηση αυτή διαφαίνεται η ανάγκη το πείραµα να 
γίνεται αµέσως µετά τη διακρίβωση των µετρητών, φροντίζοντας για ίδιες πειραµατικές 
συνθήκες. Η διαδικασία αυτή είναι πολύ άβολη και προβληµατική, ιδίως όταν οι µετρήσεις 
έχουν µαζικό χαρακτήρα.  
 
 
Παράρτηµα  2.  Τυπική απόκλιση της µίας µέτρησης 
 

Στον εργαστηριακό οδηγό, αλλά και σε άλλα πανεπιστηµιακά συγγράµµατα, το µέγεθος  
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ονοµάζεται τυπική απόκλιση της µίας µέτρησης.  
        Για να κατανοήσουµε τη φράση αυτή (οι έννοιες τυπική απόκλιση και µία µέτρηση είναι 
συγκρουόµενες) πρέπει να θεωρήσουµε άπειρες τιµές των xi. Πλην όµως, τις τιµές αυτές πρέπει 
να τις φανταστούµε κατανεµηµένες όπως στον Πίνακα 1, όπου οι n µετρήσεις του πειράµατός 
(είναι οι τονισµένες) συγκροτούν την πρώτη (κύρια) στήλη του άπειρου συνόλου.  

 
Πίνακας 1 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

x11          x21          x31  ………… xκ1  …………………x∞1                       γκαουσιανή µε παράµετρο σ0 
x12          x22          x32  ………… xκ2  ………………... x∞2                       γκαουσιανή µε παράµετρο σ0 
x13          x23          x33  ………… xκ3  ………………... x∞3                       γκαουσιανή µε παράµετρο σ0 

….         ….          ….                   ….                              ….                                                                         

x1i           x2i          x3i  ……….… xκi  ……………….…x∞i                       γκαουσιανή µε παράµετρο  σ0 

….         ….          ….                   ….                              …. 

x1n          x2n          x3n  ………… xκn  ……………….. .x∞n                       γκαουσιανή µε παράµετρο σ0 

                                                                                                                  

nx ,1        nx ,2          nx ,3  ……….. nkx ,   ……………… nx ,∞∞∞∞                      γκαουσιανή µε παράµετρο  
n

0σ
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        Στο θεωρητικό µοντέλο θεωρείται ότι το πείραµα των n µετρήσεων επαναλήφθηκε υπό τις 

ίδιες πειραµατικές συνθήκες k φορές και, επίσης, ότι το k τείνει στο άπειρο. Προφανώς, στις 
στήλες, οι τιµές xκi αναµένουµε να διαφέρουν µεταξύ τους, όπως και να διαφέρουν από την 
πραγµατική τιµή X. Έστω ακόµη, ότι υπολογίστηκε και ο µέσος όρος των  n  τυχαίων τιµών 
της κάθε στήλης.  
        Στο άπειρο σύνολο των τυχαίων τιµών που υπακούουν στην κανονική κατανοµή 
µπορούµε να παρατηρήσουµε τις εξής νοµοτέλειες:  
 

1.  Στο βαθµό που οι µετρήσεις έγιναν υπό τις ίδιες πειραµατικές συνθήκες, εποµένως ίδιας 

έντασης των παραγόντων που προκαλούσαν τη διασπορά, σε οποιοδήποτε οριζόντιο άπειρο 
σύνολο των τυχαίων τιµών, για παράδειγµα, η δεύτερη µέτρηση όλων των στηλών, 
αναµένουµε ίδια παράµετρο κατανοµής σ0 και ίδιες γκαουσιανές!  

 

2.  Η γκαουσιανή των µέσων όρων είναι στενότερη, µε παράµετρο κατανοµής µικρότερη από 
τη σ0 κατά ένα παράγοντα: ρίζα του n: 

n
σ

µτσ 0= . 

 

        Σηµειώνουµε, ότι η παράµετρος σµτ ονοµάζεται τυπική απόκλιση των µέσων τιµών, την 
οποία δηλώνουµε τελικά σε µετρήσεις αυτού του είδους, ως τυπική απόκλιση της µέσης τιµής ή 

τυπικό σφάλµα της µέσης τιµής. 
        Οι ιδιότητες αυτές επιτρέπουν στους ερευνητές να αντλούν τις πληροφορίες για τις 
ιδιότητες του άπειρου συνόλου, δηλαδή τη σ0, από τις τιµές της πρώτης στήλης (σn), δηλαδή 
τις τιµές του πειράµατος που συγκροτούν την κύρια (πρώτη) στήλη του θεωρητικού µοντέλου 
και να µην καταφεύγουν σε πρόσθετες µετρήσεις.  
        Βλέπουµε τελικά, ότι η φράση «τυπική απόκλιση της µίας µέτρησης» είναι µάλλον ατυχής 
και υπονοεί την εικόνα που βλέπουµε στον Πίνακα 1, δηλαδή την «τυπική απόκλιση των 

τυχαίων τιµών xκi ή της κάθε µέτρησης», εποµένως και της «µεµονωµένης (µίας µέτρησης)» 

µέτρησης του πειράµατος, που «πάσχει» από τυχαίες διακυµάνσεις µε παράµετρο κατανοµής 
σ0, η οποία σε πεπερασµένο αριθµό µετρήσεων αποδίδεται προσεγγιστικά από τη σn: 
 

( )
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2

−
=

∑ −
n

xxi
nσ . 

 

        Είναι, εποµένως, σωστότερο να γίνεται λόγος για την «τυπική απόκλιση των µετρήσεων» 
και όχι «της µίας µέτρησης», υπονοώντας µε τη φράση αυτή την «τυπική απόκλιση των τιµών 
«xκi», σε αντιδιαστολή µε την «τυπική απόκλιση των µέσων τιµών» της κάθε στήλης, η οποία 
είναι √n φορές µικρότερη. 
 
 
Παράρτηµα  3.  Ακρίβεια της επιλεγείσας µεθόδου και ακρίβεια του αποτελέσµατος 
 

Στη θεωρία σφαλµάτων τυχαίων τιµών γίνεται χρήση δύο ξεχωριστών εννοιών:  
 

η «ακρίβεια της επιλεγείσας µεθόδου» 
και  

η «ακρίβεια του αποτελέσµατος». 
 

         Όπως αναφέραµε και προηγουµένως, στη θεωρία σφαλµάτων των τυχαίων τιµών, οι n 

τυχαίες τιµές, xn, θεωρούνται απόλυτα ακριβείς, µε την έννοια, ότι τα συστηµατικά σφάλµατα 
και τα σφάλµατα των οργάνων µε κάποιον τρόπο έχουν αναιρεθεί.  
        Σε µετρήσεις αυτού του είδους, από την παραδοχή αυτή πηγάζει η παράδοση, την 
ακρίβεια µέτρησης να τη σχετίζουν µε τη παράµετρο της διασποράς σ και όχι µε το ακριβές 
σφάλµα ή µε το σφάλµα του οργάνου. Έτσι, όσο µικρότερη είναι η σn, η οποία σε πεπερασµένο 
αριθµό µετρήσεων υπολογίζεται από τη σχέση 
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τόσο πιο ακριβής θεωρείται η επιλεγείσα µέθοδος µέτρησης. Σε µεγάλες τιµές του n, η 
παράµετρος αυτή δεν εξαρτάται από τον αριθµό των µετρήσεων και τείνει να σταθεροποπιηθεί. 
        Στη θεωρία σφαλµάτων τυχαίων τιµών γίνεται χρήση και της έννοιας «ακρίβεια του 

αποτελέσµατος», εννοώντας µε τη φράση αυτή το σφάλµα της µέσης τιµής, το οποίο 
υπολογίζεται από τη σχέση 

( )
)1(

2
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=
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nn
xxin
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σ

σ . 

 

        Σε αντίθεση µε την τυπική απόκλιση σ, το σφάλµα της µέσης τιµής ή το τυπικό σφάλµα 
τείνει στο µηδέν, όταν το n τείνει στο άπειρο. 
       Στην πειραµατική πρακτική, η προσέγγιση ιδανικού µετρητή τηρείται προσεγγιστικά όταν 
η τυπική απόκλιση των τυχαίων τιµών είναι µεγαλύτερη του σφάλµατος του οργάνου, πάνω 
από 10 φορές. Από την παρατήρηση αυτή ανακύπτει η ανάγκη να προσδιοριστεί εκείνος ο 
αριθµός nο (ο βέλτιστος), που κάνει το σφάλµα της µέσης τιµής ίσο µε το σφάλµα του οργάνου. 
Πέραν του αριθµού αυτού, η βελτίωση της ακρίβειας µέτρησης αρχίζει να γίνεται ασήµαντη, 
καθώς στο άθροισµα 

∆xολ = ∆xοργ + ∆xτυχ, 
 

ο αριθµός των µετρήσεων επηρεάζει τη συνιστώσα ∆xτυχ, αλλά δεν επηρεάζει τον όρο ∆xοργ. 
 
 
Παράρτηµα 4.  Μερικές ιδιότητες της διασποράς σ0

2 

 

Εδώ, µε τον όρο διασπορά, εννοούµε το Αγγλικό «Dispersion», δηλαδή το τετράγωνο της 
τυπικής απόκλισης.  
        Στη Θεωρία Πιθανοτήτων η σχέση για τη διασπορά της µέσης τιµής αποδεικνύεται και 
θεωρητικά, καθώς η διασπορά D(x) ορίζεται ως ολοκλήρωµα:  
 

dxxzxxD ∫
∞

∞−

= )()( 2 , 

 

όπου z(x) είναι η συνάρτηση κατανοµής των σφαλµάτων της τυχαίας µεταβλητής x. Από τον 
ορισµό αυτόν προκύπτουν οι εξής ιδιότητες της διασποράς: 
 

1. Όταν η συνάρτηση z(x) υπακούει στην κανονική κατανοµή, τότε  
 

2
0)( xxD σ= . 

 

όπου σ0 είναι παράµετρος της κανονικής κατανοµής (παράµετρος πλάτους της γκαουσιανής). 
 

2. Αν για την τυχαία µεταβλητή Χ η διασπορά είναι 2
0xσ , τότε για τη µεταβλητή bΧ, όπου b 

είναι σταθερά, η διασπορά είναι  
2
0

2)( xbxD σ= . 
 

3. Για µία σύνθετη τυχαία µεταβλητή Ψ, που είναι γραµµική επαλληλία των τυχαίων 
µεταβλητών X, Y, Z, δηλαδή: 

Ψ = bX+cY+dZ …, 
 

για τη διασπορά της Ψ, ισχύει η σχέση 
 

...)( 2
0

22
0

22
0

2
zyx dcbD σσσ ++=Ψ  
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4. Από την τελευταία σχέση προκύπτει η διασπορά της µέσης τιµής:  
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ωστόσο, στο βαθµό που οι τυπικές αποκλίσεις των τυχαίων τιµών x1, x2, x3, … xn είναι ίσες: 
 

xxxxx σσσσσ
n
================ ...

321
, 

 

δηλαδή όλες έχουν την ίδια τιµή που είναι xσ . Στα πειράµατα, το γεγονός αυτό εκδηλώνεται 
ως ίδιας έντασης τυχαία παρεµβολή στις µετρήσεις. 
 
 
Παράρτηµα 5.  Μέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων. ∆ιασπορές σa

2 και σb
2 

 

Π5.1.  ∆ιασπορά του όρου a, σa
2. 

 

Η ανάλυση γίνεται σε προσέγγιση ιδανικών µετρητών (εx = εy = 0, σx = 0, σy = σταθ), ενώ τη 
διασπορά σy

2 των τιµών yi τη θεωρούµε µε κάποιον τρόπο προσδιορισµένη. 
        Στο βαθµό που σy

2 ≠ 0, οι διασπορές σa
2 και σb

2 εξαρτώνται από τη διασπορά σy
2 των 

τιµών yi. Για παράδειγµα, όταν σy
2 = 0, προφανώς, σa

2 = σb
2 = 0. Εδώ µόνο δύο πειράµατα ή 

µόνο δύο ζεύγη τιµών (xi, yi) αρκούν για να προσδιοριστεί η ακριβής συνάρτηση  
 

y = A + Bx. 
 

        Σε καταστάσεις που σy
2 ≠ 0, που είναι οι συνηθέστερες, οι διασπορές σa

2 και σb
2 

υπολογίζονται ως διασπορές έµµεσης µέτρησης, καθώς οι τιµές a και b εξαρτώνται από τα yi: 
 

a = a(y1, y2, y3, …yn)       και       b = b(y1, y2, y3, …yn). 
 

     Η διασπορά της a = a(y1, y2, y3, …yn), ως συνάρτηση πολλών τυχαίων µεταβλητών, 
υπολογίζεται από τη γενική σχέση 
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        Όταν οι τυπικές αποκλίσεις σy1, σy2, σy3…  σyn είναι ίσες, δηλαδή  
 

σy1 = σy2 = σy3 =… = σyn = σy, 
 

τότε από τη σχέση (39), για την a, όπου  
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για τον υπολογισµό της διασποράς σa
2 έχουµε τις συνθήκες:  
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Η αντικατάστασή των όρων (Π5-2β) και (Π5-2γ) στη γενική σχέση (Π5-1), δίνει τελικά:  
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.                               (Π5-3) 

 
 
Π5.2.  ∆ιασπορά της κλίσης b, σb

2. Προσέγγιση ιδανικών µετρητών  
 

Με όµοιο τρόπο υπολογίζεται και η διασπορά της κλίσης b, σb
2 (σωστότερα, των κλίσεων bk, 

βλ. µοντέλο της µεθόδου, Σχ. 9).  
        Πράγµατι, καθώς b = b(y1, y2, y3, …yn), από τη σχέση (40), για την κλίση b, όπου 
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για τον υπολογισµό της διασποράς σb
2 έχουµε τις συνθήκες:  
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Εδώ η γενική σχέση για τη σb
2 έχει τη µορφή: 
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        Η αντικατάστασή των παραπάνω όρων στη γενική σχέση δίνει:  
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        Στα εργαστηριακά εγχειρίδια τη σχέση αυτή την αναφέρουν συνήθως έµµεσα, µέσω της 
διασποράς σa

2 (Π5-3), σε µορφή  
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        Στις σχέσεις (Π5-3) και (Π5-6), οι διασπορές σa
2 και σy

2 είναι παράµετροι του Γενικού 
πιθανοσυνόλου. Ωστόσο όταν ο αριθµός n είναι πεπερασµένος, ο όρος σy

2 µε καλή προσέγγιση 
αποδίδεται µε την ποσότητα: 
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η οποία µπορεί να υπολογιστεί, εφόσον πρώτα υπολογιστούν τα µεγέθη a και b και, στη 
συνέχεια, τα di.  
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Σηµειώνουµε, ότι στη σχέση (Π5-9), η διαίρεση γίνεται δια (n – 2) και όχι (n – 1). 
        Συνοψίζοντας, για τις διασπορές σa

2 και σb
2 έχουµε τελικά τις σχέσεις:  
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Τις σχέσεις αυτές, σε λίγο διαφορετική µορφή τις βλέπουµε και στον εργαστηριακό οδηγό. 
 
 
Παράρτηµα 6. Γραµµικοποίηση της µαθηµατικής σχέσης και ο όρος σy = σταθερά 
 

Σε πολλές εργαστηριακές ασκήσεις, ο προτεινόµενος τρόπος γραµµικοπόιησης της 
µαθηµατικής σχέσης οδηγεί στην παραβίαση του όρου σy = σταθερά. Στην περίπτωση αυτή, 
ο υπολογισµός της τυπικής απόκλισης στις κλίσεις, σb

2, πρέπει να γίνεται µέσω της γενικής 
σχέσης για την τυπική απόκλιση συνάρτησης n τυχαίων µεταβλητών.  
        Εποµένως, καθώς b = b(y1, y2,…yn), για το τετράγωνο της τυπικής απόκλισης των κλίσεων 
ισχύει η γενική σχέση: 
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όπου οι µερικές παράγωγοι µπορούν να υπολογιστούν από τη σχέση για την κλίση b: 
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Ο υπολογισµός αυτός δίνει: 

∑∑∑∑ ∑∑∑∑

∑∑∑∑

==== ====

====









−−−−

−−−−
====

∂∂∂∂
∂∂∂∂

n

1i

n

1i

ii

n

1i

ik

k
xn

xnx

y

b

x

2
2

, 

 

ενώ η αντικατάστασή τους στη γενική σχέση δίνει τελικά: 
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Η σχέση αυτή, σε κάθε περίπτωση προσαρµόζεται αναλόγως (βλ. Άσκηση 4). 
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Παράρτηµα 7.        «Σφάλµα» του A/D (Analog-to-Digital Converter) σε 
αυτοµατοποιηµένες µετρήσεις µε υπολογιστές 

 

Σε µερικές Ασκήσεις (Ακτινοβολία µέλανος σώµατος, Έλεγχος θερµοκρασίας δοκιµίου και 
Βελτίωση του λόγου σήµατος προς θόρυβο, Lock-In Amplifier) οι µετρήσεις γίνονται αυτόµατα, 
µε υπολογιστή, µέσω του 12-µπιτου ψηφιοποιητή-Interface 750, της Pasco, Physics & 
Engineering Education, California, USA. 
        Στο συνοδευτικό φυλλάδιο του ψηφιοποιητή Interface 750, µεταξύ άλλων αναφέρεται: 
1.  Three identical channels with differential inputs and 1 MΩ impedance 
2.  Three voltage gain settings on each analog channel: 1, 10, 100 
3.  Maximum usable voltage ± 10 V 
4.  Maximum Sampling Rate 250 kHz 
5.  Bandwidth up to 1 MHz (ζώνη συχνοτήτων οµαλής ενίσχυσης του σήµατος 0-106 Hz ) 
6.  Input amplifier slew rate 1,2 V/µs (µέγιστος ρυθµός ανόδου της τάσης στην έξοδο του  
     ενισχυτή) 
7.  12-bit Analog-to-Digital Conversion: resolution 4,88 mV  
8.  Offset voltage accuracy < ± 3 mV (ολίσθηση µηδενός) 
9.  For full-scale voltages the total error is less than ± 15 mV, 
     accounting for the gain error in the input amplifier.  
        Και στους ψηφιοποιητές, το βήµα ψηφιοποίησης (resolution 4,88mV) δεν πρέπει να 
ταυτίζεται µε το συνολικό σφάλµα του ψηφιοποιητή. Όπως και στα ψηφιακά βολτόµετρα, όπου 
το σφάλµα είναι πολύ µεγαλύτερο από τη διακριτική του ικανότητα του οργάνου, και στους 
ψηφιοποιητές, το συνολικό σφάλµα είναι συνήθως µεγαλύτερο από το βήµα ψηφιοποίησης.  
        Για παράδειγµα, στον εκπαιδευτικό 12-µπιτο Interface 750, που αναφέραµε 
προηγουµένως, στην κλίµακα ± 10 V και ενίσχυση 1 (gain 1), ενώ το βήµα ψηφιοποίησης είναι 
± 4,88 mV, το σφάλµα (άνω όριο) που εισάγει ο προενισχυτής του είναι  
 

± (15 + 3) mV. 
 

Έτσι, στην έξοδο του ψηφιοποιητή, το συνολικό σφάλµα ψηφιοποίησης είναι  
 

4,88 mV + 18 mV ≤ 23 mV, 
 

δηλαδή το σφάλµα ψηφιοποίησης του A/D δεν υπερβαίνει τα 23 mV και επεκτείνεται, 
δυστυχώς, σε όλη την κλίµακα των 10 V, προκαλώντας µείωση της ακρίβειας (µεγάλο σχετικό 
σφάλµα) σε µικρές τιµές του σήµατος. Το πρόβληµα αυτό αντιµετωπίζεται καταφεύγοντας στις 
άλλες δύο κλίµακες ενίσχυσης του σήµατος, µε ενίσχυση (gain) 10 ή 100. 
 
 
Παράρτηµα 8.  Εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος στις 4 αριθµητικές πράξεις 
 

Π.8.1.  Εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος πρόσθεσης 
 

Έστω προσεγγιστικοί αριθµοί a1, a2, a3,… an. Ζητείται να υπολογιστεί το εγγυηµένο διάστηµα 
σφάλµατος του αθροίσµατος u, όπου 
 

u = a1 + a2 + a3 + … an,                                                             (Π8-1) 
 

        Στο πρόβληµα αυτό, θεωρούνται γνωστά τα εγγυηµένα διαστήµατα σφαλµάτων των 
προσθετέων: δηλαδή τα ε1, ε2, ε3, …, εn, ενώ τα πρόσηµα των ακριβή σφαλµάτων, ∆i, είναι 

άγνωστα. 
Λύση. Έστω ότι ∆κ είναι το ακριβές σφάλµα του προσεγγιστικού αριθµού aκ.  
        Το ακριβές σφάλµα του αθροίσµατος u είναι 
 

                                       ∆u = ∆1+ ∆2+ ∆3 + …+ ∆n.                                              (Π8-2)  
 

        Για τις απόλυτες τιµές των όρων της σχέσης (Π8-2) ισχύει:  
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                                      nu ∆∆∆∆∆ ++++≤ L321 .                                          (Π8-3) 
 

        Σύµφωνα µε τον ορισµό του εγγυηµένου διαστήµατος σφάλµατος εa: 
 

kk ε≤∆ . 
 

     Στη σχέση (Π8-3), η αντικατάσταση των │∆κ│ µε τα αντίστοιχα εκ, δίνει: 
 

                          nu εεεε ++++≤∆ L321 .                                              (Π8-4) 
 

Εποµένως, για τιµή του εγγυηµένου διαστήµατος σφάλµατος εu µπορούµε να θέσουµε το δεξί 
µέρος της σχέσης (Π8-4). Έχουµε τελικά: 
 

                         nu εεεεε ++++= L321 .                                              (Π8-5) 
 

 
Π8.2.  Εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος αφαίρεσης  
 

Το εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος αφαίρεσης έχει ίδιες ιδιότητες µε αυτές της πρόσθεσης, 
καθώς την αφαίρεση µπορούµε να τη δούµε ως πρόσθεση θετικών και αρνητικών αριθµών, που 
ήδη εξετάσαµε.  
 
Π8.3.  Εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος πολλαπλασιασµού 
 

Το Εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος πολλαπλασιασµού εξετάστηκε στο κύριο µέρος του 
κειµένου, στη σελ. 30. 
 
Π8.4.  Εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος διαίρεσης 
 

Έστω προσεγγιστικοί αριθµοί a και b, τα εγγυηµένα διαστήµατα σφαλµάτων των οποίων είναι 
εa και εb, αντίστοιχα, ενώ τα πρόσηµα των ακριβή σφαλµάτων ∆a και ∆b είναι άγνωστα. 
Έστω ακόµη, ότι b ≠ 0. Ζητείται να υπολογιστεί το εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος του 
πηλίκου  

                                                      
b

a
u = .                                                             (Π8-6) 

 

Λύση. Έστω ότι οι ακριβείς τιµές των προσεγγιστικών a και b είναι Α και Β, αντίστοιχα. 
Επίσης, έστω ακόµη ότι  a > 0 και b > 0. 
        Η ακριβής τιµή του πηλίκου είναι 
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ενώ το ακριβές σφάλµα του πηλίκου είναι  
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όπου ∆a και ∆b είναι οι ακριβείς τιµές των σφαλµάτων των τιµών a και b, αντίστοιχα. 
        Στον παρανοµαστή της σχέσης (Π8-7), ο όρος b∆b είναι πολύ µικρότερος του b2 και 
εποµένως µπορεί να αγνοηθεί.  
        Στην προσέγγιση b∆b << b2, η σχέση (Π8-7) γίνεται  
 

                                                   2b

ab ba
u

∆−∆
=∆ .                                                      (Π8-8) 

 

        Για τις απόλυτες τιµές των ∆a, ∆b, a και b, ισχύει η ανισότητα: 



78 

                       
2b
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≤≤≤≤ .                                                   (Π8-9) 

 

        Η αντικατάσταση των ∆a και ∆b µε τα άνω όριά τους, δηλαδή τα εa και εb, δίνει 
τελικά: 
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Η σχέση (Π8-10) δίνει τη λύση, η οποία είναι σχεδόν ταυτόσηµη µε το διαφορικό του πηλίκου. 
 
 
Παράρτηµα 9. Εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος συνάρτησης προσεγγιστικών µεταβλητών 
 

Το πρόβληµα αυτό διατυπώνεται ως εξής: δίνονται τα εγγυηµένα διαστήµατα σφαλµάτων:  ε1, 
ε2, ε3, …εn, των προσεγγιστικών µεταβλητών x1, x2, x3,…xn, της συνάρτησης f(x1, x2, x3,…xn), 
όπου τα πρόσηµα των ακριβή σφαλµάτων ∆i είναι άγνωστα.  
        Ζητείται να υπολογιστεί το εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος της συνάρτησης στο σηµείο 
x1, x2, x3,…xn. 
Λύση.  Έστω συνάρτηση f(x1, x2, x3,…xn). Έστω ακόµη, ∆xi είναι το ακριβές σφάλµα της 
προσεγγιστικής µεταβλητής xi.  
        Το ακριβές σφάλµα της συνάρτησης  f  είναι 
 

),...,(),...,( 212211 nnn xxxfxxxxxxfu −∆+∆+∆+=∆ .                        (Π9-1) 
 

        Στην εργαστηριακή πρακτική, τα µεγέθη ∆xi είναι συνήθως µικρά. Αυτό µας επιτρέπει 
να αγνοήσουµε τους όρους τύπου ∆xi

2  και  ∆xi·∆xκ.  Στην προσέγγιση αυτή, η σχέση 
(Π9-1) γίνεται 
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Αντικαθιστώντας τα ∆xi και ∆u µε τις οριακές τους τιµές, δηλαδή µε τα εi και εu, 
αντίστοιχα, θα καταλήξουµε στη σχέση που είναι βασική στη θεωρία σφαλµάτων:   
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Παράρτηµα 10.  Κατανοµή πυκνότητας σφαλµάτων κατά Poisson  
 

Η κατανοµή Poisson αποκαλείται συχνά και κατανοµή σπάνιων γεγονότων και απαντάται στη 
Φωτοµετρία, ∆ευτερογενής Εκποµπή Ηλεκτρονίων, Πυρηνική και Ατοµική Φυσική και σε 
πειράµατα όπου γίνεται χρήση διαφόρων ανιχνευτών και µετρητών σωµατιδίων.  
        Έστω ότι µε τον ανιχνευτή σωµατιδίων α γίνονται πειράµατα µε ένα ραδιενεργό υλικό. 
Αν, ανά µονάδα χρόνου, η µέση ροή των σωµατιδίων είναι µ, τότε στην έξοδο του ανιχνευτή 
σωµατιδίων θα εµφανιστούν ειδικά διαµορφωµένη στενοί ηλεκτρικοί παλµοί (5 V, 0,2 µs), µε 
µέση συχνότητα µ. Σκοπός των πειραµάτων είναι η µέτρηση του µέσου ρυθµού ροής των 
σωµατιδίων µ. Για τη µέτρηση αυτή χρησιµοποιούνται όργανα 2 τύπων:  
• ο καταµετρητής ρυθµού ροής παλµών (rate meter) ή  
• ο καταµετρητής συνολικού αριθµού «στενών» ηλεκτρικών παλµών, (counter). 
        Όταν χρησιµοποιείται ο µετρητή ροής ηλεκτρικών παλµών (rate meter), κατάλληλα 
βαθµονοµηµένος στη σχέση «ρυθµός ροής-τάση εξόδου», τότε καταγράφουνε το ηλεκτρικό 
σήµα στην έξοδό του. ∆ιαπιστώνεται πειραµατικά, ότι το σήµα στην καταγραφή υφίσταται 

τυχαίες διακυµάνσεις γύρο από µία µέση τιµή, µε τυπική απόκλιση σµ, γεγονός που δηµιουργεί 
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µία αβεβαιότητα στην τιµή της µ. Για να είναι η µέτρηση του ρυθµού ροής ακριβής, µεγάλη 
σηµασία έχει η τυπική απόκλιση του σήµατος στην καταγραφή, η οποία στην καταγραφή 
εκδηλώνεται ως θόρυβος του σήµατος. 
        Γενικότερα, αν σε µικρό χρονικό διάστηµα ∆t ο αναµενόµενος αριθµός γεγονότων είναι 
µ∆t, τότε η πιθανότητα ότι σε πεπερασµένο διάστηµα t θα συµβούν k γεγονότα δίνεται από την 
κατανοµή Poisson: 

                                                 t
k

e
k

t
kp µµ −=

!
)(

)( ,                                                (Π10-1) 

 

η οποία παρουσιάζει µέγιστο στο σηµείο k = µt. 
        Αποδεικνύεται, ότι η διασπορά της κατανοµής αυτής είναι  

 

tµdfσD ∫ =∆∆∆==∆
t

0

22 )()( .                                       (Π10-2) 

 

Εποµένως, αν ο µέσος αριθµός των γεγονότων είναι µt, τότε η τυπική απόκλιση των γεγονότων 
αυτών είναι  

tµσ = .                                                       (Π10-3) 
 

        Στα πειράµατα αυτού του είδους, αυτό που ενδιαφέρει τους πειραµατικούς είναι ο 
λεγόµενος λόγος σήµατος προς θόρυβο (signal to noise ratio), που προσπαθούν µε κάθε τρόπο 
να βελτιώσουν. Στην προκειµένη περίπτωση ο λόγος αυτός είναι  

 

t
t

t
R µ

µ
µ

== .                                                (Π10-4) 

 

        Όταν, για παράδειγµα, t = 1 s, τότε για να είναι το σήµα 100 φορές µεγαλύτερο του 
θορύβου, (εννοούµε του «µέσου θορύβου» ή την τυπική απόκλιση σµ) η ροή των σωµατιδίων 
πρέπει να είναι (100)2 ή 104  το δευτερόλεπτο. Εποµένως, ροές της τάξης 104 µπορούν να 
µετρηθούν µε «ακρίβεια» περίπου 1 %.  
         Όταν όµως η ροή των σωµατιδίων είναι µικρή, για παράδειγµα 10/s, εδώ η τυπική 
απόκλιση της ροής αναµένεται να είναι  
 

σ = √µt = √10 ≈ 3,16, 
 

και εποµένως η µέση (φυσιολογική ή ενδογενής) διακύµανση της ροής (από το µέσο όρο) θα 
είναι περίπου 32 %, που είναι µεγάλη!  
        Προκειµένου ο λόγος σήµατος προς θόρυβο να βελτιωθεί στις µετρήσεις, το πρόβληµα 
του µεγάλου θορύβου το αντιµετωπίζουν µε 2 τρόπους. 
 

1. Όταν γίνεται χρήση ενός µετρητή ρυθµού ροής (rate meter), στην αναλογική έξοδο του 
οργάνου εµφανίζεται µία συνεχή τάση, που είναι έντονα θορυβηµένη. Ό θόρυβος αυτός 
µειώνεται όταν αυξάνεται η σταθερά χρόνου του µετρητή, σε επίπεδα 100-300 s (δύναται να 
ρυθµιστεί, από 0,1 έως 1000 s). Μειονέκτηµα της µεθόδου αυτής είναι η µεγάλη αδράνεια 
του οργάνου, το οποίο αδυνατεί να αντιδράσει στις γρήγορες µεταβολές της ροής, όταν 
αυτές για κάποιο λόγο υφίστανται. 
 

2. Εναλλακτικά, αντί του µετρητή ρυθµού, χρησιµοποιείται ένας ψηφιακός καταµετρητής 

ηλεκτρικών παλµών (counter), στον οποίο ο χρόνος καταµέτρησης των παλµών επιλέγεται 
από τον ερευνητή. Εδώ για να βελτιωθεί ο λόγος σήµατος προς θόρυβο, για παράδειγµα στα 
επίπεδα του 100, το χρονικό διάστηµα καταµέτρησης αυξάνεται σε επίπεδα 1000 s, 
προκειµένου το γινόµενο µt να είναι 104 (bsignal = µt = 104). Με την επιλογή t = 1000 s, στο 
χρονικό αυτό διάστηµα η µέση διακύµανση του αριθµού των σωµατιδίων (τυπική απόκλιση) 
αναµένεται να είναι  

σ = bnoise = √µt = √10x1000 = 100, 
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που είναι µόνο 1 % του ολικού αριθµού ({signal). 
        Για παράδειγµα, όταν σε 1000 s στον καταµετρητή εµφανίζονται 14432 παλµοί, τότε η 
µέση ροή είναι 14,43, ενώ ο αναµενόµενος θόρυβος (τυπική απόκλιση) αναµένεται να είναι:  
 

σ = bnoise = √µt = √bsignal ≈ 120. 
 

Συνεπώς, ανά δευτερόλεπτο, η µέση ροή των σωµατιδίων είναι  
 

µ = 14,43 ± 0,12 s-1,  
 

όπου εδώ ο λόγος θόρυβος προς σήµα είναι βελτιωµένος και είναι:  
 

bnoise/bsignal = 0,83 %. 
 
 
Παράρτηµα 11.  Οµαλή πυκνότητα κατανοµής των σφαλµάτων 
 

Στις κοινές µετρήσεις πολύ συχνά απαντάται και η οµαλή κατανοµή των τυχαίων σφαλµάτων. 
Η κατανοµή αυτή είναι χαρακτηριστική στη µέθοδο ανάγνωσης της ένδειξης µε 
στρογγυλοποίηση, όπου ουσιαστικά γίνεται ψηφιοποίηση της συνεχούς µεταβλητής. Η 
εφαρµογή της µεθόδου αυτής συνοδεύεται µε εµφάνιση ενός σφάλµατος ∆i, το οποίο, γενικά, 
είναι πάντα µικρότερο της ψ/2, όπου ψ είναι η τιµή της ελάχιστης υποδιαίρεσης της κλίµακας 
του οργάνου. Ωστόσο, οι τιµές ∆i έχουν τυχαίο χαρακτήρα µε οµαλή πυκνότητα κατανοµής, 
καθώς ο δείκτης του αναλογικού οργάνου µε ίσες πιθανότητες µπορεί να βρεθεί σε οποιοδήποτε 
σηµείο του διαστήµατος −ψ/2,  ψ/2 (Σχ. 19). 
        Εδώ η πυκνότητα πιθανότητας σφάλµατος είναι:  
 

f(∆) = 1/ψ,       στο διάστηµα  – ψ/2 ≤ ∆ ≤ ψ/2, 
 

f(∆) = 0,           στα διαστήµατα  – ψ/2 > ∆ > ψ/2. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 19.  Οµαλή πυκνότητα κατανοµής των σφαλµάτων. 
 
 
        Προφανώς, στο διάστηµα [−ψ/2, ψ/2], η µέση τιµή των αποκλίσεων είναι µηδέν, ωστόσο 
η διασπορά τους (το τετράγωνο των αποκλίσεων από τη χαρακιά) είναι:  
 

∫∫∫∫ ====∫∫∫∫ ============
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Από την τελευταία σχέση προκύπτει, ότι ως µέθοδος ανάγνωσης, το σφάλµα ψηφιοποίησης 
χαρακτηρίζεται µε τυπική απόκλιση σ, η τιµή της οποίας είναι  
 

Χαρακιά Χαρακιά 

∆ 

−ψ/2 ψ/2 

f(∆) 

1/ψ 

0 

   Θέση  
χαρακιάς 

   Θέση  
βελόνας 

∆i 
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ψ
ψ

σ 288,0
32

== ,                                                 (Π11-2) 

 

δηλαδή είναι περίπου το 1/3 της ελάχιστης υποδιαίρεσης ψ. 
 
 
Παράρτηµα 12.  ∆ιάστηµα σφάλµατος µεγάλου αριθµού προσθετέων 
 

Στο Παράρτηµα 8, αναλύοντας το εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος των n προσθετέων 
καταλήξαµε στη σχέση (Π8-5): 
 

nu εεεεε ++++= L321 .                                            (Π12-1) 
 

ενώ όταν οι προσθετέοι έχουν ίδιο εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος ε, τότε η παραπάνω σχέση 
γίνεται  

εu = nε.                                                         (Π12-2) 
 

       Σηµειώνουµε ότι οι δύο σχέσεις πρέπει να χρησιµοποιούνται προσεκτικά, δηλαδή µόνο 
όταν ο αριθµός των προσθετέων είναι µικρότερος του 6.  
        Όταν ο αριθµός των προσθετέων είναι µεγάλος, π.χ. 20 ή 50, τότε το σφάλµα πρόσθεσης 
αδικαιολόγητα διογκώνεται και η σχέση (Π12-1) το παρουσιάζει αφύσικα µεγάλο, γεγονός που 
δηµιουργείται από την υπόθεσ ότι τα σφάλµατα των προσθετέων έχουν µέγιστη τιµή και ίδιο 

πρόσηµο.  
        Όταν ο αριθµός των προσθετέων είναι µικρός, τέτοια κατάσταση είναι πιθανή, αλλά όταν 
είναι µεγάλος, στη σχέση για το σφάλµα το ακριβές (σχέση Π8-3), φυσικό είναι να αναµένουµε 
ότι περίπου οι µισοί όροι έχουν αντίθετο πρόσηµο και εποµένως τα δύο σύνολα σφαλµάτων 
τείνουν να αλληλοαναιρεθούν.  
        Όταν ο αριθµός των προσθετέων είναι µεγάλος, είναι προτιµότερη η στατιστική εκτίµηση 
του σφάλµατος και όχι η εκτίµηση κατά µέγιστα. 
Λύση.  Έστω ότι έχουµε άθροισµα n προσθετέων: 
 

      ∑=
=

n

k
kau

1
,                                                        (Π12-3) 

 

όπου ak είναι προσεγγιστικοί αριθµοί, το ακριβές σφάλµα των οποίων είναι ∆k: 
 

∆k = Ak – ak. 
 

        Θα υποθέσουµε ακόµη, ότι έχουν οριστεί τα όρια των ∆k, δηλαδή γνωρίζουµε τις τιµές εk, 
όπου  

│∆k│ ≤≤≤≤ εk. 
 

        Με τις παραδοχές αυτές, το ακριβές σφάλµα του αθροίσµατος είναι 
 

                  ∑∆=∆
=

n

k
ku

1
.                                                       (Π12-4) 

 
        Για να υπολογίσουµε τη στατιστική εκτίµηση του σφάλµατος στο άθροισµα, πρέπει να 
γνωρίζουµε τη συνάρτηση κατανοµής των ∆k.  
        Θα υποθέσουµε εδώ οι τιµές ak προέκυψαν από µετρήσεις µε αναλογικά όργανα, όπου η 
ανάγνωση γινόταν µε στρογγυλοποίηση της ένδειξης. Τότε στο διάστηµα [− εκ, εκ], το ακριβές 
σφάλµα ∆i κατανέµεται οµαλά (Σχ. 19).  
        Στο σηµείο αυτό θα απλουστεύσουµε το πρόβληµα, υποθέτοντας ότι όλοι οι προσθετέοι 
έχουν ίδιο όριο σφάλµατος ε. Τότε όλοι οι τυχαίοι όροι των ∆k θα έχουν ίδια πυκνότητα 
κατανοµής, που στην οµαλή κατανοµή είναι 1/2ε (στο διάστηµα [− ε,  ε], το εµβαδόν κάτω από 
την κατανοµή αυτή είναι 1).  
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        Στο διάστηµα [− ε,  ε], (ε = ψ/2) η διασπορά της ∆k είναι  
 

                   22

3
1

2
1

)( εαα
ε

ε

ε
=∫=∆

+

−
dD k .                                        (Π12-5) 

 

        Επειδή στο άθροισµα (Π12-4) τα ∆k είναι ανεξάρτητα µεταξύ τους, αξιοποιώντας το 
θεώρηµα της διασποράς του αθροίσµατος, προκύπτει: 
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        Για τη στατιστική εκτίµηση του ∆u µπορούµε να υποθέσουµε, ότι το άθροισµα 
πεπερασµένου (αλλά µεγάλου) αριθµού προσθετέων υπακούει στην κανονική κατανοµή, µε 
κέντρο το 0 και διασπορά  nε2/3.  
        Συνεπώς, µε πιθανότητα 68,3% (κανόνας ενός σ), το ακριβές σφάλµα της πρόσθεσης δεν 
υπερβαίνει τον όρο  

3
n

ε , 

δηλαδή 

                                             
3
n

u ε<∆ .                                                        (Π12-7) 

 
        Η πιθανότητα αυξάνει στα επίπεδα 99,73%, όταν το δεξί µέρος της σχέσης (Π12-7) 
τριπλασιαστεί (κανόνας τριών σ):  

                                                  nu 3ε<∆ .                       Ρ = 99,73 %        (Π12-8) 
 

        Καθώς η πιθανότητα 99,73 % είναι πολύ κοντά στο 100 %, το δεξί µέρος της σχέσης 
(Π12-8) ουσιαστικά ταυτίζεται µε την εu. Η παρατήρηση αυτή µας επιτρέπει να ορίσουµε το 
δεξί µέρος της σχέσης (Π12-8) ως το άνω όριο του σφάλµατος των n προσθετέων.  
        Είναι τελικά:  

                nu 3εε = .                                                     (Π12-9) 
 

        Αν ακολουθούσαµε τη σχέση (Π12-1), για άνω όριο του σφάλµατος των n προσθεταίων 
θα έπρεπε να σηµειώναµε την τιµή nε, η οποία είναι √(n/3) φορές µεγαλύτερη από τη 
στατιστική εκτίµηση. 
        Από τη πρακτική σκοπιά, από τη σχέση (Π12-9) προκύπτουν τρία σπουδαία 
συµπεράσµατα: 
 

1. Η στατιστική εκτίµηση του σφάλµατος και η εκτίµηση κατά µέγιστα συµπίπτουν όταν 
 

n = 3. 
 

2.  Όταν n < 3, η µέθοδος των εγγυηµένων διαστηµάτων (εu = nε) είναι προτιµότερη, καθώς 
δίνει µικρότερο «σφάλµα», το οποίο µεταξύ άλλων είναι εγγυηµένο κατά 100 %.  

 

3. Η κατάσταση διαφοροποιείται όταν n > 3. Εδώ είναι προτιµότερη η στατιστική εκτίµηση 
του σφάλµατος, καθώς σε µεγάλα n δίνει µικρότερο σφάλµα, αλλά µε µια µικρή θυσία στη 
σιγουριά, καθώς η πιθανότητα κάλυψης του διαστήµατος ± ε√3n είναι 99,7 και όχι 100 %. 
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Μερικά παραδείγµατα 
υπολογισµού του όρου ∆bοργ στη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων 

 

Γενικά 
 

Στην εργαστηριακή πρακτική, η συνιστώσα του σφάλµατος που οφείλεται στα σφάλµατα των 
οργάνων συνήθως παραλείπεται.  
        Ωστόσο, στο άθροισµα  

∆bολικο = ∆bοργ + ∆bτυχ, 
 

δίχως τον όρο ∆bοργ, το σφάλµα της κλίσης σε µεγάλο βαθµό υποεκτιµάται, γεγονός που πρέπει 
να αποτρέπεται, καθώς δηµιουργεί ψευδής εικόνα πειράµατος υψηλής ακρίβειας, παρότι η 
ακρίβεια είναι πολύ µικρότερη! 
        Θα αναφέρουµε µερικά παραδείγµατα υπολογισµού του όρου ∆bοργ, ενώ τον όρο ∆bτυχ θα 
ασχοληθούµε µόνο σε περιπτώσεις όπου παραβλέπετε το γεγονός ότι στο πείραµα δενντηρείται 
ο όρος σy = σταθερά 

        Όπως τονίσαµε πολλές φορές, όταν η διασπορά των πειραµατικών σηµείων δεν είναι 

µηδέν (δεν είναι αµελητέα), την κλίση της πειραµατικής ευθείας την υπολογίζουµε µε τη 
µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων, ενώ στον υπολογισµό του σφάλµατος της κλίσης, στον 
όρο ∆bοργ προσθέτουµε την αβεβαιότητα ∆bτυχ, που την υπολογίζουµε κανονικά, ως τυπική 
απόκλιση των bk, εφόσον της έχουµε προσδώσει πιθανότητα κάλυψης 99,73 %, 
πολλαπλασιάζοντας την στον κατάλληλο συντελεστή Student.  
 

Άσκηση 4. 
 

«Προσδιορισµός του µέτρου στρέψης υλικού µε τη µέθοδο του στροφικού εκκρεµούς» 
 

Η σχετική θεωρητική ανάλυση της µεθόδου (βλ. τον εργαστηριακό οδηγό Φυσικής, ΕΜΠ, 
Ασκηση 4) οδηγεί στη σχέση  
 

2
2

2

4
R

D
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π

, 

 

όπου Μ είναι η συνολική µάζα των δύο µεταλλικών δίσκων, Τ είναι η περίοδος ταλάντωσης 
του στροφικού εκκρεµούς, R είναι η απόσταση των δίσκων από τον άξονα περιστροφής 
(σύρµατος), ενώ Ι’ είναι ένας σταθερός αριθµός, που είναι άγνωστος. 
        Σκοπός του πειράµατος είναι η µέτρηση της κατευθύνουσας ροπής του σύρµατος D, µέσω 
µέτρησης του λόγου Μ/D, ο οποίος προσδιορίζεται ως κλίση της πειραµατικής ευθείας  
 

y = a + bx, 
όπου  

x = R2   και   y = T 2/4π2. 
 

         Στην εκτέλεση της Άσκησης γίνεται µέτρηση πρώτα της συνολικής µάζας Μ, των δύο 
δίσκων, µε έναν ειδικό ζυγό µεγάλης ακρίβειας (δM ≤ 0,1 gr), ενώ στο δεύτερο µέρος των 
µετρήσεων, για διάφορες τιµές Ri γίνεται µέτρηση του χρόνου 10 περιόδων ταλάντωσης, 
δηλαδή 10Ti. Ένα ενδεικτικό παράδειγµα µετρήσεων των Ri και Ti βλέπουµε στον πίνακα που 
ακολουθεί: 

 

 

 
 
 
 

         

 
R, ± 0,1 

(cm) 

 
2,0 

 
4,0 

 
6,0 

 
8,0 

 
10,0 

 
12,0 

 
14,0 

 
16,0 

 
T, ± 0,01 (s) 

 
0,78 

 
0,88 

 
1,02 

 
1,18 

 
1,39 

 
1,57 

 
1,79 

 
1,99 
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Σηµειώνουµε ότι το χρονόµετρο χειρός είναι ψηφιακό όργανο µε πολύ µικρό ποσοστιαίο 
σφάλµα, της τάξης 10−5-10−6 %. Για το λόγο αυτό, στις µετρήσεις χρόνου, για σφάλµα 
µέτρησης δηλώνουµε το σφάλµα των ανακλαστικών του ανθρώπου, που ως τιµή δεν υπερβαίνει 
τα ± 0,1 s. Συνεπώς, µία ένδειξη του οργάνου:  
 

10T = 7,78 s, 
 

πρέπει να στρογγυλεύεται στα δέκατα του δευτερολέπτου και να σηµειώνεται ως  
 

10T = 7,8 ± 0,1 (s), 
 

από την οποία προκύπτει η τιµή της περιόδου:  
 

T = 0,78 ± 0,01 (s). 
 

        Η µέτρηση της απόστασης Ri γίνεται µε έναν κανόνα (χάρακα), η ελάχιστη υποδιαίρεση 
του οποίου είναι 1 mm. Καθώς όµως η µέτρηση της Ri γίνεται µε δυσκολία, είναι 
παρακινδυνευµένο να ισχυριστεί κανείς ότι η µέτρηση αυτή γίνεται µε σφάλµα µικρότερο από  
± 0,5 mm. Η δυσκολίας αυτή παραπέµπει σε εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος ∆Ri = ± 1 mm, 
που µπορούµε να το εγγυηθούµε. Τελικά, στις µετρήσεις:  
 

∆Ti = ± 0,01 s      και       ∆Ri = ± 1 mm. 
 

        Τον όρο ∆bοργ θα τον υπολογίσουµε από τη σχέση (63, σελ….): 
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η οποία παρήχθη για καταστάσεις όπου οι δύο µετρητές είναι αναλογικοί.  
        Τονίζουµε, ότι η παραπάνω εχέση είναι εφαρµόσιµη σε άµεσες µετρήσεις των µεγεθών xi 
και yi, ενώ στις έµµεσες µετρήσεις, τα µεγέθη δxαν και δyαν πρέπει πρώτα να υπολογιστούν.  
 

        Έτσι, καθώς δxi-αν = 2RiδRαν και δyi-αν = 2TiδTαν προκύπτει, ότι 
 

δx1-αν = 2R1δRαν   και   δxn-αν = 2RnδRαν, 
όπως επίσης:  
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Στο σηµείο αυτό, ο λόγος ∆bοργ/b µπορεί να υπολογιστεί:  
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        Τα σφάλµατα ανάγνωσης των 2 οργάνων, ∆Ti-αν = ± 0,01 s και ∆Ri-αν = ± 1 mm, από µόνα 
τους, δηµιουργούν ένα εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος στην κλίση 3,1 %. 
        Όταν η διασπορά των τιµών yi δεν είναι µηδέν, στο σφάλµα που προκαλούν τα δύο 
όργανα πρέπει να προστεθεί η αβεβαιότητα της κλίσης, δηλαδή ο όρος ∆bτυχ, ο οποίος 
υπολογίζεται ως ∆bτυχ = σb tn,p. 
 

Σηµείωση. Συνήθως, τον όρο σb οι φοιτητές τον υπολογίζουν από τη σχέση  
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όπου di = yi – a – bxi. Τονίζουµε, ότι η µέθοδος αυτή δεν είναι εφαρµόσιµη όταν δεν τηρείται ο 
όρος σy = σταθερά. Στην επιλογή y = T2/4π2, ο όρος αυτός δεν τηρείται καθώς  
 

σy = (∂y/∂T)σΤ = (1/4π2)(2TσΤ) = (1/2π2)TσΤ. 
 

Βλέπουµε, ότι εδώ η τυπική απόκλιση των yi είναι ανάλογη των Ti και εποµένως δεν είναι 
σταθερή. Σταθερός είναι µόνο ό όρος σΤ, δηλαδή η τυπική απόκλιση στη µέτρηση του χρόνου, 
ο οποίος έχει τυχαίο χαρακτήρα. Στη γραφική παράσταση, οι τυχαίες αποκλίσεις των yi από τη 
βέλτιστη ευθεία δεν είναι ίσες σε όλο το µήκος της ευθείας. Οι αποκλίσεις είναι µικρές σε 
µικρές τιµές των Τi, ενώ είναι µεγάλες σε µεγάλες τιµές των Τi.  

        Όσο για τον όρο σΤ, αυτός µπορεί να µετρηθεί σε ένα ξεχωριστό πείραµα, όπου k φορές 
µετράνε το χρόνο, ενώ τον όρο σΤ τον υπολογίζουν από τη σχέση  
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        Εναλλακτικά, τον όρο σt µπορούµε να τον ορίσουµε ως το 1/3 του εγγυηµένου 
διαστήµατος στις αποκλίσεις του χρόνου, που είναι 0,01 s, ωστόσο, λαµβάνοντας υπόψη το 
γεγονός ότι το νέο διάστηµα σφάλµατος, δηλαδή το 0,01/3 s, καλύπτεται µε πιθανότητα 68,3 % 
και παύει να είναι εγγυηµένο.  
Συνεπώς, θεωρούµε ότι  

σΤ = 0,01/3 s. 
 

        Συµπεραίνουµε τελικά, ότι την τυπική απόκλιση των yi πρέπει να την υπολογίσουµε από 
τη σχέση για την τυπική απόκλιση συνάρτησης n τυχαίων µεταβλητών. 
        Έτσι, καθώς b = b(y1,  y2,  y3 ……..yn), για την τυπική απόκλιση των yi ισχύει η γενική 

σχέση: 
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όπου οι µερικοί παράγωγοι στις παρενθέσεις µπορούν να υπολογιστούν από τη σχέση για την 
κλίση b: 
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στην οποία τον παρανοµαστή τον συµβολίσαµε D.  
        Ο υπολογισµός αυτών των παραγώγων δίνει: 
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τους οποίους, αν τους αντικαταστήσουµε στη γενική σχέση, θα έχουµε τελικά 
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Προφανώς, εδώ είναι περιττός ο υπολογισµός των di, ενώ ο υπολογισµός του σ2
y γίνεται άµεσα 

από τον παραπάνω γενικό τύπο, ο οποίος εξειδικεύεται σε κάθε περίπτωση. 
        Στη συγκεκριµένη περίπτωση, µε επιλογές x = R

2 και y = T
 2

/4π, όπου  
 

σyi  = (∂y/∂T)σT = (2Τi/4π)σT, 
 

η γενική σχέση αποκτά τη µορφή: 
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η οποία µπορεί να απλοποιηθεί, αν τα yi τα αντικαταστήσουµε µε τη µέση τους τιµή 
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Η αντικατάσταση αυτή είναι δυνατή, στο βαθµό που τα yi υπακούουν σε µία γραµµική σχέση. 
        Η αντικατάσταση των yi δίνει: 
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όπου σT (σΤ = 0,01/3 s) είναι η τυπική απόκλιση στη µέτρηση των χρόνων Τi.  
Εδώ είναι περιττή η αναζήτηση και υπολογισµός των di, όπου  di = yi - a - bxi. Ο υπολογισµός 
της αβεβαιότητας σb γίνεται άµεσα από την παραπάνω σχέση. 
 
        Σε καταστάσεις όπου τηρείται ο όρος σy1 = σy2 =σy3= … σyn = σy, η σχέση για τη σ2

y 

αποκτά τη γνώριµη µορφή που βλέπουµε στον εργαστηριακό οδηγό, αλλά και σε αυτές τις 
σηµειώσεις: 
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Άσκηση 42. 
 

«Κβαντοµηχανικό φαινόµενο σήραγγας» 
 

Στην Άσκηση γίνεται µέτρηση του ρεύµατος της ψυχρής εκποµπής ηλεκτρονίων συναρτήσει 
της εφαρµοζόµενης υψηλής τάσης, σε ένα σύστηµα ηλεκτροδίων που αποτελείται από µία 
λεπτή ακίδα (r = 0,1-0,2 µm), από βολφράµιο, και έναν συλλέκτη που την περιβάλλει, οι 
διαστάσεις του οποίου είναι µερικά εκατοστά του µέτρου. 
        Οι τιµές του ρεύµατος της ψυχρής εκποµπής κυµαίνονται από 1 εώς 1000 nΑ, ενώ η 
εφαρµοζόµενη τάση κυµαίνεται από 0 έως 7000 V. Οι µετρητές του ρεύµατος και της τάσης 
είναι ψηφιακοί, µε παραµέτρους ακρίβειας  
 

Accuracy (i): γi (%) + hiri = 1 % + 3d 
και  

Accuracy (u): γu (%) + huru = 3 % + (?), 
 

αντίστοιχα. 
        Η σχετική θεωρητική ανάλυση του φαινόµενου της ψυχρής εκποµπής ηλεκτρονίων, που 
έγινε από τους Fowler-Nordheim, τους οδήγησε στη σχέση  
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όπου i είναι το ρεύµα ηλεκτρονίων της ψυχρής εκποµπής και u είναι η εφαρµοζόµενη τάση.     
        Η παραπάνω σχέση αυτή γραµµικοποιείται ως:  
 

u
B

 A
u
i

−=2ln ,  

όπου  

u
x

1
=  

και  

2ln
u
i

y = . 

 

        Σκοπός του πειράµατος είναι ο ποιοτικός έλεγχος του νόµου Fowler-Nordheim και 
µέτρηση του συντελεστή Β.  
        Αν ο νόµος σωστά περιγράφει την εξέλιξη του φαινόµενου, αναµένεται τα πειραµατικά 
σηµεία να πέσουν πάνω σε µία ευθείας, τύπου  
 

y = A + Bx, 
η κλίση της οποίας είναι –Β.  
        Καθώς οι 2 µετρητές είναι ψηφιακοί, η συνεισφορά των 2 οργάνων στο σφάλµα της 
κλίσης, ∆bοργ, υπολογίζεται από τη σχέση: 
 

∆b = bπειρ[│γy│+│γx│] 
 

        Θυµίζουµε, ότι οι 2 σταθεροί όροι των σφαλµάτων, hiri και huru δηµιουργούν παράλληλη 
µετατόπιση της πειραµατικής ευθείας και, εποµένως, δεν επηρεάζουν το σφάλµα της κλίσης. 
        Για να υπολογιστεί η συνεισφορά των οργάνων στο σφάλµα της κλίσης, ∆bοργ, πρέπει να 
υπολογιστεί το άθροισµα  

(γx + γy), 
 

όπου, τα µεγέθη γx και γy είναι παραγόµενα µεγέθη, µε την έννοια, ότι δεν είναι των οργάνων, 
ωστόσο µπορούν να υπολογιστούν από τις τιµές γi και γu των 2 οργάνων. 
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        Θα υπολογίσουµε πρώτα το γx. Έτσι, καθώς η µεταβλητή x είναι  
 

u
x

1
= , 

για το σφάλµα δx προκύπτει η σχέση: 
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δx ==−= 2 . 

Εποµένως,  
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γ === . 

 

Συνεπώς, στις τιµές των x, το ποσοστιαίο σφάλµα είναι όσο και αυτό του µετρητή της τάσης:  
 

γx = γu = 3 %. 
 

        ∆υσκολότερα υπολογίζεται (αποδεικνύεται) το ποσοστιαίο σφάλµα στο y. Θα 
αποδείξουµε, ότι στις τιµές των yk το ποσοστιαίο σφάλµα είναι µηδέν, δηλαδή 
 

γy = 0! 
 

        Για την απόδειξη, ως συνήθως, µε κεφαλαία γράµµατα θα συµβολίζουµε τις πραγµατικές 
τιµές (τις ακριβείς), ενώ µε τα πεζά θα συµβολίζουµε τις ενδείξεις των οργάνων.  
        Έστω ότι γx > 0 και γy > 0. Καθώς οι πραγµατικές και οι προσεγγιστικές τιµές συνδέονται 
µέσω των σχέσεων 

I = i + iγi 
και 

U = u + uγu, 
 

για την πραγµατική τιµή του λογαρίθµού, προκύπτει η σχέση: 
 

,)2()2(ln2ln2ln

ln2)1ln(ln
)1(
)1(

ln
)(

lnln

2

2222 )1ln(2

uiuiui

ui
u

i

u

i

γγyγγ
u
i

γu γi

u γi
γu
γi

uγu
iγi

U
I

Y γ

−−−−

+−−

+=+=+

≈++=
+
+

=
+
+

==

 

 

όπου για z << 1, έγινε χρήση της προσεγγιστικής σχέσης της σειράς Teilor: 
 

zz ≈+ )1ln( . 
 

         Τελικά, για τις πραγµατικές και προσεγγιστικές τιµές των λογαρίθµων προκύπτει η σχέση 
 

δyyγγyY ui +=+= − )2( . 
 

Από τη σχέση αυτή συµπεραίνουµε ότι οι πραγµατικές τιµές των λογαρίθµων Υk είναι 
µετατοπισµένες (εσφαλµένες) έναντι των µετρηµένων yk, ωστόσο όλες στον ίδιο βαθµό, 
δηλαδή κατά  

δy = γi – 2γu. 
 

        Με άλλα λόγια, στο λογάριθµό, παρά την αλλοίωση των πραγµατικών τιµών: από Yk προς 
yk, η σταθερή αυτή αλλοίωση δηµιουργεί τη πραγµατική ευθεία που είναι παράλληλη προς την 

πειραµατική, αλλά µετατοπισµένη προς τις µεγαλύτερες ή µικρότερες τιµές, ανάλογα µε την 
τιµή και πρόσηµο του αθροίσµατος γi – 2γu (δy = ± (γi – 2γu)).  
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        Συνεπώς, καθώς η πραγµατική και η πειραµατική ευθείες είναι παράλληλες, 
συµπεραίνουµε ότι στις τιµές των yk απουσιάζει ο ποσοστιαίος όρος του σφάλµατος, γεγονός 
που µας επιτρέπει να τον θεωρήσουµε µηδέν:  

γy = 0! 
 

        Από καθαρά µαθηµατική σκοπιά, η συνθήκη γy = 0 προκύπτει από το γεγονός ότι στη 
σχέση για τις πραγµατικές τιµές των λογαρίθµων, που λάβαµε, λείπει ο όρος του σφάλµατος 
που θα µπορούσε να ερµηνευτεί ως ανάλογος του y, δηλαδή όροι τύπου:  
 

yγi,   yγu,   y(γi – γu),   y(γi + γu)   κ.ο.κ. 
 

        Τελικά, τα ποσοστιαία σφάλµατα των µεταβλητών x και y είναι 
 

γx = γu, 
και  

γy = 0, 
 

από τα οποία προκύπτει το σφάλµα στην κλίση που προκαλούν τα σφάλµατα των 2 οργάνων:  
 

∆bοργ = b(γx +γy) = bγu. 
 

        Μένει, στο σφάλµα που προκαλούν τα δύο όργανα να προστεθεί η αβεβαιότητα της 
κλίσης, δηλαδή ο όρος ∆bτυχ, καθώς στο πείραµα, οι τιµές των yk υφίστανται διασπορά. Ο όρος 
αυτός υπολογίζεται κανονικά, πολλαπλασιάζοντας την αβεβαιότητα σb τον στον κατάλληλο 
συντελεστή Student.  
 
 

Άσκηση 34. 
 

«Περίθλαση ηλεκτρονίων» 
 

Στο πείραµα της Άσκησης, δύο οµόκεντροι κύκλοι περίθλασης σχηµατίζονται στην επιφάνεια 
µίας γυάλινης σφαίρας, η διάµετρός των οποίων εξαρτάται από τη κρυσταλλική σταθερά d, 
αλλά και από την εφαρµοζόµενη υψηλή τάση στο τηλεβόλο ηλεκτρονίων (electron gun).  
        Η σχετική θεωρητική ανάλυση του θέµατος οδηγεί στη σχέση 
 

ud
θ

=
× 








sin

VA125,6
o

,  

 

όπου θ είναι η γωνία περίθλασης, u είναι η εφαρµοζόµενη τάση και d είναι µία κρυσταλλική 
σταθερά, τις ισόπλευρής και εξάγωνης κυψέλης των ατόµων άνθρακα στα φύλλα του 
πολυκρισταλλικού γραφίτη.  
 

       Ο πρώτος σκοπός του πειράµατος είναι να ελεγχθεί πειραµατικά αν ισχύει η υπόθεση 
Ντεµπρολί. Ισοδύναµα, να ελεγχθεί αν τα πειραµατικά σηµεία xi και yi δηµιουργούν µία 
ευθεία, τύπου  

yi = bxi, 
όπου 

( )Vii ux =   
και 

i
i θ

y
sin

VA125,6
o







 ×

= . 
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        Στο πείραµα, η γωνία περίθλασης θ προσδιορίζεται έµµεσα, µέσω µέτρησης του τόξου s, 
του αντίστοιχου κύκλου που δηµιουργείται στην επιφάνεια της γυάλινης σφαίρας, 
αξιοποιώντας τη σχέση που συνδέει τα δύο µεγέθη: 
 

D
si

iθ
4

= , 

 

Εδώ D, είναι η διάµετρος της σφαίρας (D = 13,5 ± 0,2 (cm)). 
        Καθώς οι γωνίες περίθλασης θi είναι µικρές (σε τάση u = 1500 V: λ = 0,3163 Å,  
sinθ = 0,1286, ενώ θ = 0,1289, εποµένως µε καλή προσέγγιση sinθi ≈ θi) για τις τιµές των yi 
προκύπτει η προσεγγιστική σχέση  
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       Ο υπολογισµός θα γίνει για µία ενδεικτική σειρά µετρήσεων, όπου η πρώτη µέτρηση του 
τόξου s γίνεται στη τάση 1500 V, ενώ η n-οστή, στη τάση 4500 V:  
 

u1 = 1500 V     →    s1 = 7,0 cm     
και 

un = 4500 V    →    sn = 4,0 cm 
 

        Σε προσέγγιση µηδενικής διασποράς των πειραµατικών σηµείων, η πρόχειρη εκτίµηση της 
κλίσης της πειραµατικής ευθείας µπορεί να υπολογιστεί από τη σχέση 
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όπου D και s είναι σε cm. Βλέπουµε, ότι παρά τη προχειρότητα αυτού του υπολογισµού, η τιµή 
που δίνει είναι πολύ κοντά στην πραγµατική, που είναι 1,23 Å. 
        Ως προς τα σφάλµατα - τα σφάλµατα στην τάση και στα τόξα σηµειώνονται ως: 
 

δuολικο = δuκυρ + δuαν = δuκυρ + 0 = ψu/2 = 50 V      (δuαν ≤ 0,1ψu ≈ 0) 
και  

δsολικο = δsκυρ + δsαν ≈ δsαν = ± 0,2 cm,      (δsκυρ ≤ 0,01 cm ≈ 0), 
 

αντίστοιχα, καθότι στο µετρητή της τάσης, η τιµή της ελάχιστης υποδιαίρεση είναι 100 V, ενώ 
κατά τη διάρκεια του πειράµατος καταβάλλεται προσπάθεια το σφάλµα ανάγνωσης της τάσης 
να είναι σχεδόν 0 (µεριµνάτε ο δείκτης να πέφτει πάνω στη χαρακιά «ακριβώς»). 
        Τονίζουµε, ότι στη παράσταση 
 

δu = ψu/2 = 50 V, 
 

που παριστάνει το κύριο σφάλµα του αναλογικού µετρητή τάσης, το σύµβολο ± παραλείπεται, 
καθότι το σφάλµα αυτό έχει ίδια τιµή και πρόσηµο σε όλες τις τιµές της τάσης! Στους 
υπολογισµούς, είναι βολικό το κύριο σφάλµα να το θεωρούµε θετικό. 
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        Ο ∆εύτερος σκοπούς του πειράµατος περιλαµβάνει τη µέτρηση της σταθεράς του 
πολύκρυσταλλικού γραφίτη d, όπως και του σφάλµατός της, δd, που ισοδυναµεί µε µέτρηση 
της κλίσης της πειραµατικής ευθείας:  

y = bx, 
όπως και του σφάλµατός δb. 
        Στο πείραµα της Άσκησης, οι 2 µετρητές είναι αναλογικοί. Ως εκ τούτου, η συνεισφορά 
των οργάνων στο σφάλµα της κλίσης υπολογίζεται από τη σχέση (63, σελ. …) 
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µε µία όµως διαφορά, που αφορά τον αριθµητή του δεύτερου κλάσµατος. 
        Γενικότερα, στη σχέση αυτή, οι µετρήσεις των xi θεωρούνται άµεσες, γεγονός που οδηγεί 
στην εξάλειψη του κύριου σφάλµατος στον αριθµητή, καθώς αυτός έχει ίδια τιµή και πρόσηµο 
σε όλες τις τιµές των xi. Εδώ πρέπει να προσέξει κανείς ένα λεπτό σηµείο.  
        Στο πείραµα, µεριµνάτε, οι µετρήσεις των τάσεων ui να γίνονται µε σφάλµα ανάγνωσης 0. 
Είναι όµως λάθος να θεωρήσουµε ότι ο αριθµητής του δεύτερου όρου είναι µηδέν, καθότι τα 
µεγέθη xi είναι παραγόµενα µεγέθη, που υπολογίζονται από τις τιµές των τάσεων ui, τα 
σφάλµατα των οποίων έχουν σταθερό πρόσηµο και τιµή. Ενώ το σφάλµα ανάγνωσης των ui, 
είναι µηδέν, στο προσκήνιο του σφάλµατος των xi εµφανίζεται το κύριο σφάλµα του µετρητή 
τάσης, το οποίο δεν εξαλείφεται στις τιµές των xi. Με άλλα λόγια, το δuκυρ, παρότι έχει 
σταθερό πρόσηµο και τιµή σε όλες τις τάσεις ui, δεν παράγει ίδια µεγέθη παραγόµενων 

σφαλµάτων στα σηµεία x1 και  xn, δηλαδή:  
 

δx1-κυρ ≠ δxn-κυρ, 
 

καθότι  
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        Συνεπώς, εδώ η σχέση για το σφάλµα στην κλίση πρέπει να σηµειωθεί ως: 
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        Μένει να υπολογιστούν τα σφάλµατα στους δύο αριθµητές. Έτσι, καθώς τα µεγέθη  xi  και  
yi  ορίζονται ως  

ii ux =    και   
i

i θ
Dy 125,64 ×

= ,  

για τα σφάλµατα δxi και δyi προκύπτουν οι σχέσεις: 
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από τις οποίες έχουµε τις σχέσεις  
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        Στο σηµείο αυτό, ο λόγος ∆bοργ/b µπορεί να υπολογιστεί! 
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        Ωστόσο, αν επιθυµούµε να διερευνήσουµε τη συνεισφορά σφάλµα οργάνου των όρων δsαν, 
δuκυρ και δD στο (ποιος όρος συµβάλει λιγότερο, περισσότερο, µέτρια κ.λπ.) είναι προτιµότερο 
τη σχέση του σφάλµατος να την επεξεργαστούµε µερικώς, προκειµένου στη νέα αλγεβρική 
παράσταση η συνεισφορά των σφαλµάτων να διαχωριστεί. Ο διαχωρισµός αυτός είναι πολύ 
χρήσιµός και στη φάση προγραµµατισµού του πειράµατος, καθώς επιτρέπει να δοθεί η δέουσα 
προσοχή στα µεγέθη που περισσότερα επηρεάζουν το ∆bοργ. 
        Ο διαχωρισµός των σφαλµάτων επιτυγχάνεται µε απλή αντικατάσταση των όρων: δx1-κυρ, 
δxn-κυρ, yn-αν και y1-αν στη σχέση του σφάλµατος: 
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        Τελικά, η συµβολή των οργάνων στο σφάλµα της κλίσης είναι 22 %, ενώ σε απόλυτες 
τιµές (όχι σχετικές), το σφάλµα οργάνων είναι 
 

∆bοργ = 0,22b. 
 

        Από την ανάλυση αυτή προκύπτει το συµπέρασµα ότι το µεγαλύτερο µέρος του 
σφάλµατος προέρχεται από τις µετρήσεις των τόξων si, καθώς εισάγουν ένα σφάλµα περίπου 
21 % (!). 
        Στον προγραµµατισµό του πειράµατος, αν επιθυµούµε να αυξήσουµε της ακρίβεια του 

αποτελέσµατος, πρέπει να ασχοληθούµε πρωτίστως µε το µεγάλο σφάλµα στις µετρήσεις των 
τόξων si και, δευτερευόντως, µε το σφάλµα στο βολτόµετρο, το οποίο στο ∆bοργ συµβάλει 
περίπου 1 % (0,0096), που είναι 21 φορές (!!!) µικρότερο από αυτό των τόξων. 
 
 

Άσκηση 2 
 

«Μέτρηση της επιτάχυνσης της βαρύτητας µε τη µέθοδο φυσικού εκκρεµούς» 
 

Η σχετική ανάλυση της µεθόδου µέτρησης οδηγεί στη σχέση  
 

2
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όπου Kc είναι σταθερά, Τ είναι η περίοδος ταλάντωσης του φυσικού εκκρεµούς και L είναι η 
απόσταση του σηµείο ανάρτησης από το κέντρο µάζας της ράβδου. 
        Η σχέση αυτή έχει µορφή  

y = a + bx, 
όπου  

g
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4
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=και=
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        Στο πείραµα, για διάφορες τιµές Li γίνεται µέτρηση των περιόδων ταλάντωσης Ti, όπου το 
εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος στις περιόδους, Ti, είναι ± 0,01 s, ενώ στις τιµές των 
αποστάσεων, Li, είναι ± 1 mm. Συνεπώς, δTi = ± 0,01 s και δLi = ± 1 mm. Τα σφάλµατα αυτά 
καλύπτονται µε πιθανότητα 100 %, αλλά µπορούν να έχουν πρόσηµο συν (+) ή πλην (–). 
       Για να υπολογίσουµε τη συνεισφορά των δύο 2 οργάνων στο σφάλµα της κλίσης, θα 
καταφύγουµε στη σχέση (63, σελ. …): 
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ενώ στους αριθµητές, τα σφάλµατα παράγονται από τα σφάλµατα ανάγνωσης δLαν και δΤαν, 
παρότι το χρονόµετρο, είναι όργανο ψηφιακό!  
        Έτσι, καθώς το µέγεθος x ορίζεται ως x = L2, για τα σφάλµατα δx1-αν και δxn-αν 
προκύπτουν οι σχέσεις  

δx1-αν = 2L1δLαν. 
και  

δxn-αν = 2LnδLαν. 
 

        Επίσης, καθώς το µέγεθος y ορίζεται ως  
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για τα σφάλµατα δy1-αν και δyn-αν προκύπτουν οι σχέσεις  
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Στο σηµείο αυτό, ο λόγος ∆bοργ/b µπορεί να υπολογιστεί!  
        Αν επιθυµούµε να διαχωρίσουµε τη συνεισφορά των σφαλµάτων, δLαν και δΤαν, είναι 
προτιµότερο τη σχέση σφάλµατος να την επεξεργαστούµε. 
        Η αντικατάσταση των όρων δx1-αν, δxn-αν, δy1-αν και δyn-αν στη σχέση (63), δίνει:  
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        Ενδεικτικά, στην πρώτη µέτρηση, για µήκος L1 = 4,0 cm, η περίοδος ταλάντωσης του 
φυσικού εκκρεµούς ήταν  

T1 = 2,2 s, 
 

ενώ στην τελευταία µέτρηση, σε µήκος Ln = 38,0 cm, η περίοδος ταλάντωσης του φυσικού 
εκκρεµούς ήταν  

Tn = 1,4 s. 
 

        Καθώς τα σφάλµατα δTαν και δLαν είναι  
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δTαν = ± 0,01 s 
και  

δLαν = ± 0,1 cm, 
 

για το σχετικό «σφάλµα» του ∆bοργ προκύπτει η τιµή  
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        Εποµένως, τα σφάλµατα των δύο µετρητών, στο σφάλµα της κλίσης συµβάλουν κατά 
4,1% ή, ενώ σε απόλυτες τιµές, κατά 

∆bοργ = ± 0,041b. 
 

        Σε περίπτωση µη µηδενικής διασποράς των πειραµατικών σηµείων (σy ≠ 0), η τιµή της 
κλίσης υπολογίζεται µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων, ενώ στο ∆bοργ προσθέτουµε την 
αβεβαιότητα της κλίσης: ∆bτυχ = tnpσb. 
 

Σηµείωση. Για τον υπολογισµό της αβεβαιότητας ∆bτυχ = tnpσb, βλέπε τις σηµειώσεις 1 και 2 
της Άσκηση 4. 
 
 

Άσκηση 32 
 

«Βαθµονόµηση θερµοζεύγους» 
 

Στην Άσκηση γίνεται βαθµονόµηση του θερµοζεύγους τύπου Chromel-Constantan. Για το 
σκοπό αυτό, σε διάφορες θερµοκρασίες µετράνε την τάση που παράγει το θερµοζεύγος.  
        Η µέτρηση της τάσης γίνεται µε ένα ψηφιακό βολτόµετρο 4,5 ψηφίων, στην κλίµακα των 
200 mV, όπου οι παράµετροι ακρίβειας του οργάνου είναι 
 

Accuracy (u): γu + huru = 0,05 % + 3ru. 
Εποµένως εδώ: 

γu = 0,0005,   h = 3   και   ru = 0,01 mV. 
 

        Η µέτρηση της θερµοκρασίας γίνεται µε ένα ψηφιακό θερµόµετρο, που έχει διακριτική 
ικανότητα 0,1 0C, ενώ το εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος είναι 0,5 0C, που είναι 5 φορές 
µεγαλύτερο από τη διακριτική ικανότητα.  
Η κατασκευάστρια εταιρεία δεν αναφέρει το ποσοστιαίο σφάλµα του θερµόµετρου, γεγονός 
που µας αναγκάζει να το θεωρήσουµε 0! Εποµένως γθ = 0! 
        Στο πείραµα της Άσκησης, ζητείται να συµπληρωθεί ο πίνακας:  
Ταναφοράς = (   ) ± 0,5 0C 
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ενώ στην επεξεργασία, ζητείται να υπολογιστούν οι διαφορές  
 

Θ = Τ − Ταναφοράς. 
 

Επίσης, µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων, ζητείται να υπολογιστεί και η σταθερά b του 
θερµοζεύγους, τιµή και σφάλµα, της γραµµικής σχέσης  
 

u = bΘ. 
 

        Προσέχουµε, ότι οι τιµές Θi = Τi − Ταναφοράς είναι απαλλαγµένες από το κύριο σφάλµα του 
θερµόµετρου, δηλαδή τα ± 0,5 0C, καθώς οι τιµές της διαφοράς µετρήθηκαν µε τον ίδιο 
µετρητή. Όπως τονίσαµε πολλές φορές, στις διαφορές αυτές το κύριο σφάλµα του οργάνου 
απαλείφεται, ενώ για εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος µπορούµε να δηλώσουµε τη διακριτική 
ικανότητα του µετρητή, που είναι ± 0,1 0C (!) 
        Στο θερµόµετρο, το ποσοστιαίο σφάλµα δεν αναφέρεται, ενώ το κύριο σφάλµα του 
οργάνου, δηλαδή το 0,5 0C, έχει σταθερό πρόσηµο και τιµή. Οι ιδιότητες αυτές παραπέµπουν 
στο σφάλµα ενός αναλογικού οργάνου, µε κύριο σφάλµα 0,5 0C και σφάλµα «ανάγνωσης» ± 
0,1 0C.  
        Εποµένως στην ανάλυση, είναι σκόπιµο να καταφύγουµε στην περίπτωση µικτών 
οργάνων, µε ψηφιακό µετρητή των yi και αναλογικό των xi. Η σχετική ανάλυση αυτής της 
περίπτωσης οδηγεί στη σχέση (69, σελ. …): 
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Στη διαφορά: 
Θn – Θ1 = 50 0C, 

 

το σχετικό σφάλµα στην κλίση που προκαλούν τα 2 όργανα είναι  
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        Συµπεραίνουµε, ότι το µεγαλύτερο µέρος του σχετικού σφάλµατος στην κλίση προέρχεται 
από το σφάλµα µέτρησης της θερµοκρασίας, το οποίο είναι 8 φορές µεγαλύτερο από αυτό του 
βολτόµετρου.  
        Τέλος, στο σφάλµα που προκαλούν τα δύο όργανα πρέπει να προστεθεί η αβεβαιότητα 
της κλίσης b, δηλαδή ο όρος ∆bτυχ, καθώς στις τιµές των yi παρατηρείται διασπορά.  
 
 

Άσκηση 14. Μέτρηση του λόγου  e/m  των ηλεκτρονίων 

14.6.  Επεξεργασία των µετρήσεων 

Στην Άσκηση, η µέτρηση του λόγου e/m γίνεται σε µία ηλεκτρονική λυχνία, όπου µία δέσµη 
ηλεκτρονίων, που επιταχύνθηκαν µε διαφορά δυναµικού Ua, διαγράφει κύκλο µε ακτίνα r, σε 
κάθετο µαγνητικό πεδίο των πηνίων Helmhotz, που διαρρέονται µε ρεύµα Ι. Η σχετική 
ανάλυση οδηγεί στη σχέση εργασίας: 
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στην οποία τα µετρούµενα µεγέθη είναι η τάση Ua, η ακτίνα του κύκλου r και το ρεύµα Ι που 
διαρρέει τα πηνία. 
        Η µέτρηση του λόγου e/m γίνεται µε 2 τρόπους, σε 2 ξεχωριστά πειράµατα.  
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        Στο πρώτο πείραµα, µε σταθερή τάση επιτάχυνσης 200 V, γίνεται µέτρηση του ρεύµατος, 
Ι, όπου η δέσµη των ηλεκτρονίων σχηµατίζει κύκλο µε διάµετρο 9,0 cm. Το πείραµα αυτό 
επαναλαµβάνεται 7 φορές, προκειµένου να βελτιωθεί η ακρίβεια µέτρησης του ρεύµατος Ι. 
        Στο δεύτερο πείραµα, η µέτρηση του λόγου e/m γίνεται µε τη µέθοδο των ελαχίστων 
τετραγώνων, όπου η ακρίβεια του τελικού αποτελέσµατος αναµένεται να είναι καλύτερη.  
        Στο δεύτερο πείραµα η τάση επιτάχυνσης των ηλεκτρονίων µεταβάλλεται από 160 έως 
260 V, ενώ κάθε φορά σηµειώνεται η τιµή του ρεύµατος Ι, που η δέσµη των ηλεκτρονίων 
σχηµατίζει κύκλο µε διάµετρο 9,0 cm. 
 
Επεξεργασία Πειράµατος 1 
 

Στο Πείραµα 1, ο λόγος e/m υπολογίζεται από τη παραπάνω σχέση, η οποία µε την 
αντικατάσταση των όρων  R = 0,15 m,  Ν = 130  και  µ0 = 4πx10-7 H/m, η σχέση αυτή γίνεται  
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όπου η ανοδική τάση, Ua, είναι σε µονάδες V, η ακτίνα του κύκλου, r, σε m και το ρεύµα των 
πηνίων, I, σε µονάδες Α.  
Τη σχέση αυτή θα την αποκαλούµε βασική σχέση εργασίας. 
        Καταρχάς, από τη σχέση εργασίας προκύπτει το σχετικό σφάλµα του λόγου e/m, το οποίο 
είναι 
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όπου: 
• το «σφάλµα» στην τάση Ua, ∆Ua, υπολογίζεται από την τιµή της ελάχιστης υποδιαίρεσης 

του αναλογικού βολτόµετρου (ψu = 10 V).  
• το «σφάλµα» στη διάµετρο του βέλτιστου κύκλου (9,0 cm) σηµειώνεται ως ± 2 mm.  
• το «σφάλµα» του ρεύµατος, ∆Ι, υπολογίζεται από τη σχέση: 
 

∆Ιολ = ∆Ιοργ + ∆Ιτυχ       (Ρ ≥ 99,7 %), 
 

όπου οι δύο όροι προσδιορίζονται χωριστά, θεωρώντας τον άλλο µηδέν.  
 

1. Το σφάλµα ∆Ιοργ υπολογίζεται από τις µετρολογικές σταθερές του ψηφιακού µετρητή: 
 

Accuracy (I, d.c.): 2,5 % + 5r, 
 

οι οποίες είναι 
∆Ιοργ = 0,025 Ī + 5×0,01. 

 

• το σφάλµα ∆Ιτυχ υπολογίζεται κανονικά, δηλαδή ως τυπικό σφάλµα της µέσης τιµής, σµ, 
πολλαπλασιαζόµενο επί το συντελεστή Student tn,p (∆Ιτυχ = σµtn,p). Για n = 7 και  
Ρ = 99,73 %, ο συντελεστής αυτός είναι 4,90 (βλ. Πίνακα συντελεστών Student). 

        Τέλος, το σφάλµα του λόγου e/m υπολογίζεται από το σχετικό «σφάλµα» της σχέσης 
εργασίας: 

e/mδ
m

e
e/m ×=∆ )( .                                                            (14.8) 

 

      Το τελικό αποτέλεσµα σηµειώνετε σε µορφή  
 

e/m = (τιµή) ± ∆(e/m) 
 

Επεξεργασία του Πειράµατος 2 
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Στο πείραµα 2, ο λόγος e/m προσδιορίζεται µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων, όπου 
στο σφάλµα της κλίσης της βέλτιστης πειραµατικής ευθείας συµβάλουν µόνο το σφάλµα 
ανάγνωσης του αναλογικού µετρητής τάσης («0»), όπως και το ποσοστιαίο σφάλµα του 
ψηφιακού µετρητή ρεύµατος γ (γ = 2,5 %). Τα άλλα δύο µεγάλα σφάλµατα, δηλαδή το 
«σφάλµα» hr (5r) του ψηφιακού µετρητή και το «σφάλµα» εκυρ του αναλογικού οργάνου (ψu/2 
= 5 V!) η µέθοδος κλίσης τα αποβάλλει. 
         Έτσι, από την κλίση b της πειραµατικής ευθείας  
 

aUbI = , 
 

όπου y = I και x = √Ua, ο λόγος e/m υπολογίζεται από τη σχέση για το b2:  
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η λύση της οποίας, για το λόγο e/m δίνει µία νέα και βολική σχέση εργασίας, της µεθόδου των 
ελαχίστων τετραγώνων: 
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        Το σφάλµα του λόγου e/m, ∆(e/m), υπολογίζεται από το σχετικό σφάλµα της 
προηγούµενης σχέσης: 
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Τελικά, το εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος του λόγου υπολογίζεται από τη σχέση  
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όπου ο όρος 2∆r/r υπολογίστηκε στο Πείραµα 1, ενώ ο όρος ∆bολ είναι το ολικό σφάλµα στον 
υπολογισµό της κλίσης b, στο οποίο συµβάλουν τα σφάλµατα των 2 οργάνων, αλλά και η 
αβεβαιότητα της κλίσης b, λόγω διασποράς των πειραµατικών σηµείων: 

 

∆bολ = ∆bοργ + ∆bτυχ,    (Ρ ≥ 99,7 %),                                       (13) 
 

        Στη συνέχεια, ακολουθώντας τη βασική αρχή της Μετρολογίας, τα σφάλµατα των δύο 
όρων τα προσθέτουµε αριθµητικά, εφόσον στην αβεβαιότητα του τυχαίου σφάλµατος 
προσδίνεται πιθανότητα κάλυψης 99,7 %. 
 

∆bοργ στη συνάρτηση τύπου y = bx.  Προσέγγιση ∆bτυχ = 0. 
 
Όταν εξετάζουµε τον όρο ∆bοργ, τα πειραµατικά σηµεία (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3)… (xn, yn) τα 
φανταζόµαστε να πέφτουν πάνω σε µία ευθεία ακριβώς. Ωστόσο, λόγω σφαλµάτων των 
οργάνων, η κλίση αυτής της ευθείας, που την αποκαλούµε πειραµατική (b), αναµένουµε να 
διαφέρει «ελαφρώς» από αυτή της πραγµατικής, Β, κατά ∆bοργ. Η παραδοχή αυτή µας 
επιτρέπει την κλίσης της πειραµατικής ευθείας να την υπολογίσουµε από το πηλίκο 
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ενώ στην ανάλυση του σφάλµατος που προκαλούν τα δύο όργανα να περιλάβουµε µόνο τα 2 
οριακά πειραµατικά σηµεία: το σηµείο (x1, y1) και το σηµείο (xn, yn). 
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        Γενικότερα, σε άµεσες µετρήσεις των yi και xi, όπου ο µετρητής των yi είναι ψηφιακός, ενώ 
των xi είναι αναλογικός, το σφάλµα στην κλίση που προκαλούν τα δύο όργανα υπολογίζεται 
από τη σχέση  
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Η σχέση αυτή είναι απαλλαγµένη από τους όρους hr του ψηφιακού µετρητή και εκυρ του 
αναλογικού οργάνου. 
        Καθώς, όµως, στο πείραµα 2 οι τιµές των xi δεν είναι µετρηµένες άµεσα, αλλά 
υπολογίζονται από το σφάλµα ανάγνωσης των τάσεων Ui, στη παραπάνω σχέση το µέγεθος 
δxαν είναι παραγόµενο, δηλαδή δεν εκτιµάται άµεσα από την κλίµακα του οργάνου, αλλά 
παράγεται (υπολογίζεται) από το σφάλµα ανάγνωσης στις τιµές Ui, το οποίο σε πρώτη 
προσέγγιση µπορούµε να το θεωρήσουµε 0. Η προσέγγιση αυτή µηδενίζει τον αριθµητή στο 
δεύτερο όρο της παραπάνω σχέσης:  
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        Ωστόσο σε πιο εκλεπτυσµένη προσέγγιση, το σφάλµα ανάγνωσης στις τιµές των Ui 
µπορούµε να το θεωρήσουµε όχι 0, αλλά µικρότερο από ψu/10 (µικρότερο του µισού πάχους 
της χαρακιάς, που είναι συνήθως ψ/5, δηλαδή να θέσουµε εάν ≤ ψu/10 = 1 V). Για τις 
παραγόµενες τιµές των δxαν, η δεύτερη προσέγγιση παράγει ένα άνω όριο: 
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όπου από τη σειρά των τιµών: 160, 180, 200, 220, 240, και 260 V επιλέγουµε τη µικρότερη, 
δηλαδή την 160 , προκειµένου το κλάσµα να έχει τη µεγαλύτερη δυνατή τιµή!  
        Εποµένως σε συνθήκες µηδενικής διασποράς των yi, το «σφάλµα» στην κλίση που 
προκαλούν τα δύο όργανα είναι  
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όπου η παρένθεση παριστάνει το άνω όριο του ποσοστιαίου σφάλµατος της κλίση b: 
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        ∆ιαπιστώνουµε τελικά, ότι στη λεπτότερη προσέγγιση, µε σφάλµα ανάγνωσης του 
αναλογικού οργάνου ίσο µε 

εάν ≤ ψu/10 = 1 V, 
 

παράγεται ένα σφάλµα (2,3 %), που δεν είναι αµελητέο, αν το συγκρίνουµε µε το σφάλµα του 
του ψηφιακού οργάνου, που είναι 2,5 %. 
        Έτσι, η συνιστώσα του «σφάλµατος» στην κλίση που προκαλούν τα 2 όργανα είναι 
 

048,0×=∆ bbοργ . 
 

Στο βαθµό που η τιµή αυτή είναι εγγυηµένη, αυτή καλύπτεται µε πιθανότητα 100 %.  
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        Τέλος, στο σφάλµα ∆bοργ πρέπει να προστεθεί και η αβεβαιότητα της κλίσης b, εφόσον 
πρώτα στο διάστηµα αβεβαιότητας tn,pσbµ προσδοθεί πιθανότητα κάλυψης 99,73 %.  
        Θυµίζουµε, ότι η τυπική απόκλιση των bk (σb) υπολογίζεται για τη συνάρτηση y = bx, ενώ 
το αποτέλεσµα το παρουσιάζουµε σε µορφή:  
 

e/m = (τιµή) ± ∆(e/m). 
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Πίνακας 2 
Κύρια χαρακτηριστικά και ακρίβεια µερικών αναλογικών και ψηφιακών οργάνων 

 

 
          Μετρητής 

  
Εύρος κλίµακας 

 
Κύριο σφάλµα οργάνου 

(ψ/2) 

Τιµή της 
ελάχιστης 

υποδιαίρεσης ψ 

 
Μεταλλικός 

κανόνας 

 
0-300   mm 
0-500   mm 
0-1000 mm 

 
0,05   mm 
0,05   mm 
0,1   mm 

 
0,5 και 1 mm 
0,5 και 1 mm 

1 mm 

 
Παχύµετρο µε 

πρόσθετη 
κλίµακα nonius 

 
0-125  mm 
0-200  mm 
0-320  mm 

 
0,05 mm, µε nonius των 
0,05 mm ή 0.1 mm µε 
nonius των 0,1 mm 

 
0,1 mm 
0,1 mm 
0,1 mm 

 
Μικρόµετρο µε 

ελάχιστη  
υποδιαίρεση 0,01  mm 

      
 

0-25  mm 

 
 

0,004   mm 

 
 

0,01 mm 

 
Ζυγός 

ηλεκτροµηχανικός 

 
0-1200 g 

 
0,05   g 

 
0,1  g 

 
Ζυγός αναλυτικός 

(ψηφιακός)  

 
 

0-200  g 

 
Οι µετρολογικές 

σταθερές 
αναγράφονται στο 

συνοδευτικό 
βιβλιαράκι του οργάνου 

 
 

0,01   g  
 

 
Ψηφιακό χρονόµετρο 
χειρός, ηλεκτρονικό, 

µε κρύσταλλο χαλαζία 

 
 

0-30 min 

 
Πολύ µικρότερο από 

0,01 s 
(10−5−10−6 %!) 

 

 
∆ιακριτική 
ικανότητα  

0,01 s 
 

 
 

Θερµόµετρα 
υδραργύρου 

 
 
  – 35,  + 100 0C 

 
Μία υποδιαίρεση όταν 

αυτή έχει τιµή 1, 2, 5 0C 
ή 2 υποδιαιρέσεις όταν η 

τιµή τους είναι 0,5 0C. 

 
1 0C 

 
0,5 0C 

 
Ψηφιακά πολύµετρα 

και 
πάσης φύσεως 

ηλεκτρονικά όργανα 
και µετρητές 

 
 

Μετρητής 
πολλών 

κλιµάκων 

 
Οι µετρολογικές 

σταθερές 
αναγράφονται στο 

συνοδευτικό 
βιβλιαράκι του οργάνου 

 
Η διακριτική 

ικανότητα  
εξαρτάται από την 

κλίµακα  

 
 

Βολτόµετρο αναλογικό 
 

 
 

0-200 V 
 

 
Basic accuracy 0,5% 

(κύριο σφάλµα) 
ψ/2 = 1 V 

 

 
Accuracy class 1% 

(κατηγορία 1) 
ψ = 2 V 

 
 
 

Αµπερόµετρο 
αναλογικό 

 
 

0-1 A 

 
Basic accuracy 0,5 % 

(κύριο σφάλµα) 
 

(ψ/2 = 0,005 A) 

 
Accuracy class 1 

% 

(κατηγορία 1) 
 

ψ = 0,01 A 
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Πίνακας 3   
 

Εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος και τυπικό σφάλµα µ.τ. µερικών συναρτήσεων 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
Συνάρτηση u 

 
Εγγυηµένο διάστηµα 

σφάλµατος εu 

 
Τυπικό σφάλµα σµ της 

µέσης τιµής µε πιθανότητα 
κάλυψης  68,27 % (n = ∞) 

 
Πρόσθεση 
u = x+ y 

 
εu  = εx + εy 

 
(σu)2 = (σx)2 + (σy)2 

 
∆ιαφορά 
u = x – y 

 
εu  = εx + εy 

 
(σu)2 = (σx)2 + (σy)2 

 
Γενικά 

u = αx ± βy ± γz ± 

 
εu  = αεx + βεy + γεz + 

 
(σu)2 = (ασx) 2+ (βσy) 2+ (γσz) 2 

 
Πολλαπλασιασµός µε 

σταθερά 
u = k x 

 

εu  = k εx 

 

σu = kσx 

 
∆ύναµη 
u = x

n 

 
εu  = nx

n-1 εx 
 

σu =nx
n-1σx 

 
Γινόµενο 

u = xy 

 
δu = δx + δy, 

όπου δ είναι το σχετικό 
σφάλµα 

 
(δu)2 = (δx)2 + (δy)2, 

όπου δ είναι το σχετικό σφάλµα 

 
Πηλίκο 
u = x/y 

 
         δu = δx + δy, 
όπου δ είναι το σχετικό 

σφάλµα 

 
(δu)2 = (δx)2 + (δy)2, 

όπου δ είναι το σχετικό σφάλµα 

 
Γινόµενο δυνάµεων 

u = x
 α 

y
 β 

z
 γ… 

 
δu = αδx + βδy + γδz +, 
όπου δ είναι το σχετικό 

σφάλµα 

 
(δu)2 = (αδx)2+ (βδy)2+ (γδz)2, 

όπου δ είναι το σχετικό σφάλµα 

 
Εκθετικό 
u = e

αx 

 
       εu  = αe

αx εx 
 

σu =αe
αx σx 

 
Ηµίτονο 

u = αsin(βx) 

 
  εu  = αβcos (βx)εx 

 
σu = αβcos(βx)σx 

 
Συνηµίτονο 
u = αcos(βx) 

 
  εu  = αβsin (βx)εx 
 

 
σu = αβsin(βx)σx 

 

 
Συνάρτηση πολλών 

µεταβλητών 
u = f(x, y, z.. ) 

 

+
∂
∂

+
∂
∂

= yxf
y

f

x

f εεε  

 
όπου 

 
X = x ± εx, Y = y ± εy, …. 

 

+







∂
∂

+






∂
∂

= 2

y

2

2

x

2

2

f
σ

y

f
σ

x

f
σ  

όπου 

,...),,(

,....,

z y xff

σyY  σxX yx

=και

±=±=
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Πίνακας πιθανοτήτων ∫∫∫∫ ≤≤≤≤≤≤≤≤====
−−−−z t

zdtez
0

2 1)(0,
2
2

)(
2

ΦΦ
π

 

 

Πιθανότητα εµφάνισης της απόκλισης (σφάλµατος) ∆ σε κανονική κατανοµή (n = ∞!) 
 

Από τον ορισµό της πυκνότητας σφάλµατος f(∆) (βλ. εργαστηριακό οδηγό) προκύπτει ότι η 

πιθανότητα (συχνότητα), η απόκλιση (σφάλµα) ∆ να βρίσκεται µεταξύ δύο προκαθορισµένων 
τιµών ∆1 και ∆2, υπολογίζεται από τον τύπο: 
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όπου z = ∆/σ0 είναι η αδιάστατη ανηγµένη µεταβλητή. Το ολοκλήρωµα φέρει διάφορες 
ονοµασίες: ολοκλήρωµα σφαλµάτων, πιθανότητα διαστήµατος σφάλµατος, πιθανότητα (επίπεδο) 

εµπιστοσύνης ή πιθανότητα κάλυψης του διαστήµατος σφάλµατος, που χρησιµοποιείται εδώ.  
     Για συµµετρικές περιπτώσεις, δηλαδή όπου │∆1│=│−∆2│, τις τιµές της Φ(z) τις βρίσκει 
κανείς στον ειδικό πίνακα πιθανοτήτων, οι τιµές του οποίου υπολογίζονται από την 
τυποποιηµένη κανονική κατανοµή, µε σ0 = 1 (Πίνακας 4). Ωστόσο στην πειραµατική πρακτική 
ιδιαίτερο ενδιαφέρουν έχουν οι πιθανότητες (τιµές της Φ(z)) για z =1, 2 και 3, δηλαδή για 
διαστήµατα σφαλµάτων    ∆1 = σ0,    ∆2 = 2σ0 και    ∆3 = 3σ0, που στον πίνακα είναι τονισµένα.  

 

Πίνακας 4  

Πίνακας πιθανοτήτων ∫∫∫∫ ≤≤≤≤≤≤≤≤====
−−−−z t

zdtez
0

2 1)(0,
2
2

)(
2

ΦΦ
π

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

z 
 

Φ(z) 
 

z 
 

Φ(z) 
 

z 
 

Φ(z) 

0,00 0,00000 1,30 0,80640 2,60 0,99068 
0,05 0,03988 1,35 0,82298 2,65 0,99195 
0,10 0,07966 1,40 0,83849 2,70 0,99307 
0,15 0,11924 1,45 0,85294 2,75 0,99404 
0,20 0,15852 1,50 0,86639 2,80 0,99489 
0,25 0,19741 1,55 0,87886 2,85 0,99563 
0,30 0,23582 1,60 0,89040 2,90 0,99627 
0,35 0,27366 1,65 0,90106 2,95 0,99682 
0,40 0,31084 1,70 0,91087 3,00 0,99730 
0,45 0,34729 1,75 0,91988 3,10 0,99806 
0,50 0,38292 1,80 0,92814 3,20 0,99863 
0,55 0,41768 1,85 0,93569 3,30 0,99903 
0,60 0,45149 1,90 0,94257 3,40 0,99933 
0,65 0,48431 1,95 0,94882 3,50 0,99953 
0,70 0,51607 2,00 0,95450 3,60 0,99968 
0,75 0,54675 2,05 0,95964 3,70 0,99978 
0,80 0,57629 2,10 0,96427 3,80 0,99986 
0,85 0,60468 2,15 0,96844 3,90 0,99990 
0,90 0,63188 2,20 0,97219 4,00 0,99994 
0,95 0,65789 2,25 0,97555 4,10 0,99996 
1,00 0,68269 2,30 0,97855 4,20 0,99997 
1,05 0,70628 2,35 0,98123 4,40 0,99999 
1,10 0,72867 2,40 0,98360 4,50 0,999994 
1,15 0,74986 2,45 0,98571   
1,20 0,76986 2,50 0,98758   
1,25 0,78870 2,55 0,98922   
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Πίνακας 5 
Πίνακας συντελεστών Student 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

   
     Ρ 

 

 

n  
50 % 

 
68,27 % 

(1σ) 

 
95,45 % 

(2σ) 
 

 
99 % 

 
99,73 % 

(3σ) 

 
99,9 % 

2 1,000 1,84 13,97 63,66 235,8 636,6 
3 0,916 1,32 4,53 8,92 19,21 31,60 
4 0,765 1,20 3,31 5,84 9,22 12,94 
5 0,741 1,14 2,87 4,60 6,62 8,610 
6 0,727 1,11 2,65 4,03 5,51 6,859 
7 0,718 1,09 2,52 3,71 4,90 5,959 
8 0,711 1,08 2,43 3,50 4,53 5,405 
9 0,706 1,07 2,37 3,36 4,28 5,041 
10 0,703 1,06 2,32 3,25 4,09 4,781 
11 0,700 1,05 2,28 3,17 3,96 4,587 
12 0,697 1,05 2,25 3,11 3,85 4,487 
13 0,695 1,04 2,23 3,05 3,76 4,138 
14 0,694 1,04 2,21 3,01 3,69 4,221 
15 0,692 1,04 2,20 2,98 3,64 4,140 
16 0,691 1,03 2,18 2,95 3,59 4,073 
17 0,690 1,03 2,17 2,92 3,54 4,015 
18 0,689 1,03 2,16 2,90 3,51 3,965 
19 0,688 1,03 2,15 2,88 3,48 3,922 
20 0,688 1,03 2,14 2,86 3,45 3,883 
21 0,687 1,03 2,13 2,85 3,42 3,850 
25 0,685 1,02 2,11 2,79 3,33 3,745 
30 0,683 1,02 2,09 2,75 3,27 3,659 
35 …?…. 1,01 2,07 2,72 3,23 …?….. 
40 …?…. 1,01 2,06 2,70 3,20 …?…. 
45 …?…. 1,01 2,06 2,69 3,18 …?…. 
50 …?…. 1,01 2,05 2,68 3,16 …?…. 
100 …?…. 1,005 2,05 2,63 3,007 …?…. 
∞ 0,674 1,000 2,000 2,576 3,000 3,291 



105 

Ζητήµατα ασφάλειας στους χώρους των εκπαιδευτικών εργαστηρίων 
 
1.  Γενικά περί ηλεκτροπληξίας 
 

Στους χώρους των εκπαιδευτικός εργαστηρίων, εν γένει, ο κίνδυνος ηλεκτροπληξίας είναι 
µεγάλος. Οι σπουδαστές πρέπει να µελετήσουν το µέρος αυτό, για δική τους ασφάλεια αλλά 
και την ασφάλεια του εργαστηριακού εξοπλισµού. Ωστόσο µε φροντίδα του προσωπικού, τα 
εκπαιδευτικά εργαστήρια είναι σε µεγάλο βαθµό ασφαλή. Παρά ταύτα, ο σπουδαστής πρέπει 
να γνωρίζει µερικά απλά ζητήµατα που σχετίζονται µε την ηλεκτροπληξία, όπως:  
 

1.  Στην πειραµατική πρακτική, η πιο επικίνδυνη ηλεκτροπληξία είναι η τύπου χέρι-χέρι, καθώς 
το ρεύµα επηρεάζει άµεσα και έντονα το αναπνευστικό και τη λειτουργία της καρδιάς.  
 

2.  Οι οργανικές βλάβες εξαρτώνται από τη διάρκεια της ηλεκτροπληξίας και το ρεύµα που µας 
διαρρέει.  
 

3.  Ρεύµατα έως 5 mA θεωρούνται ασφαλή στα εκπαιδευτικά εργαστήρια, όταν η διάρκεια 
ηλεκτροπληξίας δεν υπερβαίνει το 1 s. 
 

4.  Στα 18 mA παρατηρείται σπασµός των µυών στα δάχτυλα των χεριών. Συνέπεια αυτού είναι 
η αδυναµία του πληγέντος να αποτραβηχτεί από τα ρευµατοφόρα καλώδια. Αν, κάποια στιγµή, 
παρατηρήσετε την εικόνα αυτή στον συνάδελφό σας, ο ασφαλέστερος (για εσάς) τρόπος 
παροχής βοήθειας είναι να κλείσετε αµέσως την πηγή τάσης. Αν η πηγή απέχει πολύ, να τον 
αποτραβήσετε αµέσως από τα καλώδια, αλλά µε τρόπο, πιάνοντας τον από τα ρούχα και όχι 
από κάποιο ακάλυπτο µέρος του σώµατός του. 
 

5.  Ηλεκτροπληξία µε 50 mΑ, σε χρόνο 1s, θεωρείται θανατηφόρα.  
 

6.  Η ωµική αντίσταση χέρι-χέρι, όταν τα ρευµατοφόρα καλώδια εφάπτονται τις ανοιχτές 
πληγές, είναι περίπου 600 Ω. Σε µία σπάνια περίπτωση καταγράφηκε θανατηφόρα 
ηλεκτροπληξία από τάση 30 V(!) των καλωδίων του ΟΤΕ (30 V/600 Ω = 50 mA). 
 

7.  Η ωµική αντίσταση χέρι-χέρι, όταν το δέρµα είναι καθαρό και στεγνό, στις γυναίκες 
κυµαίνεται από 200 έως 600 kΩ, ενώ στους άνδρες είναι µεγαλύτερη, καθώς το δέρµα τους 
είναι παχύτερο. Επίσης, η αντίσταση του υγρού δέρµατος είναι εκατοντάδες φορές µικρότερη.  
 

8.  Είναι επικίνδυνο λάθος να νοµίζουµε ότι δεν κινδυνεύουµε αν έρθουµε σε επαφή µε τα 
καλώδια της ∆ΕΗ, όπου η ενεργός τιµή της εναλλασσόµενης τάσης είναι 220 V. Πράγµατι, 
όταν τα χέρια είναι υγρά, τότε ο κίνδυνος είναι άµεσος και πολύ µεγάλος. Ωστόσο ακόµη και 
όταν τα χέρια είναι στεγνά, στην πρώτη χρονική στιγµή το ρεύµα είναι  
 

Ι ≈ 220 V/220 kΩ = 1 mΑ. 
 

Αλλά ταυτόχρονα, τα σηµεία επαφής µε το δέρµα αρχίζουν να ιδρώνουν έντονα, λόγω 
ερεθισµού των ιδρωτοποιών αδένων. Συνέπεια αυτού είναι η ραγδαία µείωση της αντίστασης 
του δέρµατος και αύξηση του ρεύµατος σε επικίνδυνα επίπεδα τιµών.  
        Στα εκπαιδευτικά εργαστήρια, οι πηγές τάσης που παράγουν τάση άνω των 100 V πρέπει 
να διαθέτουν Current Limiter ρυθµισµένο στα 5 mA ή σε µικρότερη τιµή εκεί όπου οι 
πειραµατικές συνθήκες αυτό το επιτρέπουν. Τροφοδοτικά που παράγουν τάση άνω των 100 V 
και δε διαθέτουν Current Limiter πρέπει να αποσύρονται από τα εκπαιδευτικά εργαστήρια.  
 
2.  Τροφοδοσία του Εργαστηρίου από το δίκτυο της ∆ΕΗ 

 

Η τροφοδοσία του Εργαστηρίου γίνεται από το δίκτυο της ∆ΕΗ, µε τριφασική τάση 220 V,  
50 Hz. Συνήθως, η αρχική τάση της ∆ΕΗ είναι υψηλή, οπότε σε έναν πλησιέστερο υποσταθµό 
η υψηλή τάση υποβιβάζεται στα επίπεδα των 220 V, µε έναν µετασχηµατιστή υποβιβασµού. 
Σηµειώνουµε, ότι οι περισσότερες εκπαιδευτικές και ερευνητικές διατάξεις είναι µονοφασικές, 
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δηλαδή τροφοδοτούνται µε µία από τις τρεις φάσεις του δικτύου. Για το λόγο αυτό το 
τριφασικό δίκτυο, οι τριφασικές συσκευές όπως και τα τριφασικά συστήµατα ασφαλείας εδώ 
δεν θα εξεταστούν.  
 
3.  Θωράκιση των ευαίσθητων οργάνων από τις ηλεκτροµαγνητικές παρεµβολές 
 

Τα ευαίσθητα ηλεκτρικά και ηλεκτρονικά όργανα είναι ευάλωτα στις ηλεκτροµαγνητικές 
παρεµβολές. Για προστασία τους, τα όργανα αυτά περιβάλλονται από ένα µεταλλικό κέλυφος, 
το οποίο δεν επιτρέπει την είσοδο των εξωτερικών ηλεκτρικών και µαγνητικών πεδίων στο 
εσωτερικό του. Εδώ αδύνατο σηµείο είναι τα καλώδια σύνδεσης µε την είσοδο της συσκευής, 
που λειτουργούν ως κεραίες και εισάγουν την ηλεκτρική παρεµβολή στο εσωτερικό του 
οργάνου. Για να µειωθούν και αυτές οι παρεµβολές, η σύνδεση γίνεται µε ειδικά καλώδια που 
περιβάλλονται από µία εύκαµπτη χάλκινη πλεξούδα, το λεγόµενο µπλεντάζ, το οποίο 
συνδέεται µε το µεταλλικό κέλυφος του οργάνου και εποµένως αποτελεί την εύκαµπτη 
προέκτασή του.  
 
4.  Προορισµός της γείωσης και του ρελέ προστασίας 
 

Πρέπει να λάβουµε υπόψη το γεγονός ότι η Γη, δηλαδή το έδαφος, σε βάθος όπου το χώµα 
είναι πάντα υγρό (πάνω από 50 cm), είναι ηλεκτρικά αγώγιµο και εποµένως η επιφάνεια της 
Γης, καθώς είναι πολύ µεγάλη, επηρεάζει άµεσα τις ευαίσθητες ηλεκτρικές και ηλεκτρονικές 
διατάξεις, όταν τα ηλεκτρικά δυναµικά του εδάφους και του µεταλλικού κέλυφος διαφέρουν 
και µεταβάλλονται. Για να εξουδετερωθεί και αυτή η παρεµβολή, το µεταλλικό κέλυφος το 
γειώνουν και µε τον τρόπο αυτό εξαλείφεται η ηλεκτρική παρεµβολή που προκαλείται από την 
ανεπιθύµητη αυτή διαφορά δυναµικού.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
        Στη χρησιµότητα της γείωσης πρέπει να προσθέσουµε ακόµη µία: η γείωση του οργάνου 
προστατεύει τον χρήστη από την ηλεκτροπληξία, που µπορεί να προκληθεί από µία βλάβη στη 
µόνωση των ρευµατοφόρων καλωδίων της συσκευής.  
         Όργανα που τροφοδοτούνται µε µπαταρίες των 1,5 ή 9 V είναι ασφαλή. Αλλά συσκευές 
που τροφοδοτούνται από το δίκτυο της ∆ΕΗ µε 220 V, εν γένει είναι επικίνδυνες. Στη µείωση 
του κινδύνου ή ακόµη και στην εξάλειψή του αποσκοπεί η µέθοδος τροφοδοσίας µε ρελέ 

προστασίας και τρία καλώδια, η σχηµατική παράσταση της οποίας δίνεται στο Σχ. 20. 
        Σε γενικές γραµµές, η µέθοδος αυτή αποσκοπεί στην εξάλειψη κάθε πιθανότητας το 

µεταλλικό κέλυφος του οργάνου να βρεθεί υπό τάση, γεγονός που θα θέσει σε άµεσο κίνδυνο τον 

Σχήµα 20.  Προστασία του χρήστη µέσω γείωσης του οργάνου.  

Ρελέ προστασίας 

Μεταλλικό κέλυφος 

∆άπεδο 
    Γη 

      Rδιαρροής  (≤ 30 mA) 

       Τα 
ηλεκτρονικά 
του οργάνου 

Γείωση, πράσινο-κίτρινο καλώδιο       Ιδιαρ 

     Η φάση, µαύρο καλώδιο 
                                                  
                                  Ι1  
                                  Ι2 
 
Ο ουδέτερος, γαλάζιο καλώδιο 

Ι1 = Ι2: οι επαφές του ρελε είναι κλειστές 
Ι1 ≥ Ι2 + 30 mA: οι επαφές είναι ανοιχτές 

   ∆ευτερεύον  
  τύλιγµα του 
µετασχηµατιστή 
  υποβιβασµού 

220 V 
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χρήστη της συσκευής. Ίδια µέθοδος προστασίας του χρήστη χρησιµοποιείται και στις οικιακές 
συσκευές. 
 
5.  Γείωση του οργάνου και προστασία του χρήστη από την ηλεκτροπληξία  
 

Θα παρακάµψουµε προς το παρόν το ρελέ προστασίας (είναι ειδική ηλεκτρική µονάδα που 
διακόπτει τη σύνδεση µε το δίκτυο όταν δηµιουργείται διαρροή ηλεκτρικού ρεύµατος προς το 
µεταλλικό κέλυφος του οργάνου (στον ηλεκτρικό πίνακα «πέφτει το ρελέ») και θα 
επικεντρωθούµε στον προορισµό της γείωσης. Έτσι, θεωρούµε, ότι οι επαφές του ρελέ είναι 
µονίµως κλειστές και η συσκευή τροφοδοτείται µε 220 V. 
        Στη µέθοδο προστασίας µε 3 καλώδια, τα δύο καλώδια είναι ενεργά και διαρρέοντα από το 
ρεύµα κατανάλωσης της συσκευής, ενώ το τρίτο χρησιµοποιείται για τη γείωση του 
µεταλλικού κελύφους του οργάνου. Χαρακτηριστικό της συνδεσµολογίας αυτής είναι η γείωση 
του ενός ενεργού καλωδίου. Οι ηλεκτρολόγοι το αποκαλούν «ο ουδέτερος» και έχει γαλάζια 
µόνωση από κάποιο πολυµερές. Εποµένως, το καλώδιο αυτό, ως προς τη Γη, δεν βρίσκεται υπό 
τάση και είναι ακίνδυνο για τον ηλεκτρολόγο, σε περίπτωση που αυτός θα το αγγίξει τυχαία. 
Το άλλο ενεργό καλώδιο, η λεγόµενη «φάση», ως προς τη Γη, έχει εναλλασσόµενο δυναµικό 
που µεταβάλλεται από −308 έως +308 βολτ (220 V ενεργά), έχει µαύρη µόνωση και είναι 

επικίνδυνο για όποιον το αγγίξει. Αλλά το άγγιγµα των ενεργών καλωδίων αφορούν την 
ασφάλεια του ηλεκτρολόγου, που έχει ασφαλώς τη σηµασία της, ωστόσο οι κίνδυνοι αυτοί δεν 
αφορούν τον χρήστη του οργάνου, ο οποίος δεν αγγίζει τα σηµεία αυτά.  
        Ο χρήστης κινδυνεύει όταν µε κάποιον τρόπο το προστατευτικό µεταλλικό κέλυφος του 
οργάνου βρεθεί υπό εναλλασσόµενη τάση, ως προς τη Γη. Αυτό µπορεί να συµβεί εάν, κατά 
παράβαση των κανόνων ασφαλείας, το µεταλλικό κέλυφος δεν είναι γειωµένο, η µόνωση του 
καλωδίου «φάσης» υποστεί κάποια βλάβη και δηµιουργηθεί διαρροή ρεύµατος από το καλώδιο 
«φάσης» προς το µεταλλικό κέλυφος του οργάνου (Rδιαρροής, στο Σχ. 20). Στην περίπτωση αυτή 
το µεταλλικό κέλυφος θα βρίσκεται υπό τάση και εποµένως ένα άγγιγµα του οργάνου µε το 
χέρι θα προκαλέσει στον χρήστη ηλεκτροπληξία, το ρεύµα (η ενεργός τιµή) της οποίας θα είναι 
220 V/(Rδιαρ + ΣR), όπου Rδιαρροής είναι η ωµική αντίσταση της διαρροής, ενώ το άθροισµα ΣR 
είναι η συνολική αντίσταση στη διαδροµή: χέρι-πόδια-υποδήµατα-δάπεδο-Γη. Βλέπουµε ότι ο 
προορισµός της γείωσης είναι να αποτραπούν καταστάσεις όπου το µεταλλικό κέλυφος της 
συσκευής βρίσκεται υπό εναλλασσόµενη τάση ως προς τη Γη. 
        Ωστόσο πιο επικίνδυνη είναι η κατάσταση όταν, και πάλι, κατά παράβαση των κανόνων 
ασφαλείας, το µεταλλικό κέλυφος δεν είναι γειωµένο, υπάρχει διαρροή ρεύµατος από τη 
«φάση» προς το µεταλλικό κέλυφος, ο χρήστης µε το ένα χέρι αγγίζει το µεταλλικό κέλυφος, 
ενώ µε το άλλο, κάποιο καλά γειωµένο αντικείµενο του κτιρίου, όπως, για παράδειγµα, είναι οι 
σωληνώσεις ύδρευσης, θέρµανσης, µπαταρίες θέρµανσης, βρύση, υγρός τοίχος, σκυρόδερµα 
του µπετόν κ.λπ. Εδώ ουσιαστικά ο χρήστης µε το ένα χέρι αγγίζει το γειωµένο ενεργό 
καλώδιο, ενώ µε το άλλο, µέσω της αντίστασης διαρροής, αγγίζει το ενεργό καλώδιο της 
«φάσης». Η επικινδυνότητα αυτής της κατάστασης σχετίζεται µε το γεγονός ότι η αντίσταση  
χέρι-χέρι είναι πολύ µικρότερη από την αντίσταση που εξετάσαµε στο προηγούµενο 
παράδειγµα, δηλαδή την αντίσταση χέρι-πόδια-υποδήµατα-δάπεδο-Γη. 
        Ο κίνδυνος της ηλεκτροπληξίας αίρεται όταν το µεταλλικό κέλυφος είναι γειωµένο και 
εποµένως το δυναµικό του είναι πάντα όσο και το δυναµικό της Γης. Αλλά ακόµη και όταν η 
διαρροή είναι µεγάλη (το ρελέ προστασίας δεν επιτρέπει διαρροή πάνω από 30 mA), το 
δυναµικό (είναι εναλλασσόµενο) του κελύφους λίγο θα αυξηθεί, αλλά η αύξηση αυτή δεν θα 
υπερβαίνει τα µερικά βολτ. Η µικρή αυτή ακίνδυνη τάση δηµιουργείται από το ρεύµα διαρροής 
λόγω πτώσης τάσης στο καλώδιο της γείωσης, όταν το µήκος του είναι µεγάλο.  
 
6.  Προορισµός του ρελέ προστασίας  
 

Το ρελέ προστασίας βρίσκεται συνήθως στον πίνακα τροφοδοσίας του Εργαστηρίου ή της 
οικίας και προστατεύει τον χρήστη από όλες τις ηλεκτρικές συσκευές και επιστηµονικά όργανα 
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που βρίσκονται στο Εργαστήριο. Στο Σχ. 13, η συσκευή τροφοδοτείται από το δίκτυο της ∆ΕΗ 
µέσω του ρέλε, όταν οι επαφές του είναι κλειστές. 
        Στα εργαστήρια και ιδιωτικές κατοικίες, η ηλεκτρικές συσκευές και τα διάφορα µετρητικά 
και επιστηµονικά όργανα τροφοδοτούνται από το δίκτυο της ∆ΕΗ πάντα µέσω του ρελέ 
προστασίας, η αποστολή του οποίου είναι να διακόψει τη σύνδεση του οργάνου µε το δίκτυο 
της ∆ΕΗ, όταν σηµειωθεί διαρροή ρεύµατος από τη «φάση» προς το µεταλλικό κέλυφος, αλλά 
υπό τον όρο ότι η συνολική διαρροή υπερβαίνει τα 10 ή 30 mA, ανάλογα µε τον τύπο του ρελέ.  
        Υπάρχουν πολλοί τύποι ρελέ προστασίας. Στο διαφορικό ρελέ που βλέπουµε Σχ. 13, 
γίνεται σύγκριση των ρευµάτων στα δύο ενεργά καλώδια, δηλαδή των Ι1 και Ι2. Όταν η 
µόνωση των καλωδίων είναι καλή και εποµένως η διαρροή είναι µηδέν, ισχύει  
 

Ι1 = Ι2, 
 

οι επαφές είναι κλειστές και το ρελέ τροφοδοτεί το Εργαστήριο µε 220 V. Το ρελέ 
ενεργοποιείται όταν Ι1 > Ι2 και, επιπλέον,  
 

Ι1 ≥ Ι2 + 30 mA. 
 

Η συνθήκη αυτή δηµιουργείται όταν εµφανίζεται διαρροή ρεύµατος από τη «φάση» προς το 
γειωµένο µεταλλικό κέλυφος κάποιου οργάνου του εργαστηρίου. Όταν η συνολική διαρροή 
υπερβαίνει τα 30 mA, «πέφτει το ρελέ», δηλαδή ο διακόπτης του ρελέ από τη θέση «άνω» 
µετακινείται στη θέση «κάτω», µε επακόλουθο να ανοίξουν οι επαφές του ρελέ. Εποµένως, η 
διαρροή των 30 mA ενεργοποιεί το ρελέ και αυτός ανοίγει της επαφές. Από τη στιγµή αυτή το 
Εργαστήριο παύει να τροφοδοτείται µε 220 V. Το ρελέ επαναφέρεται στην αρχική κατάσταση 
µόνο µετά την εξάλειψη της διαρροής, «σηκώνοντας» το σχετικό διακόπτη στον πίνακα 
τροφοδοσίας του Εργαστηρίου. Όπως βλέπουµε, µεταξύ άλλων, η «πτώση του ρελέ» µας 
πληροφορεί ότι στην αίθουσα του εργαστηρίου, σε κάποιο ή κάποια όργανα υπάρχει διαρροή 
ρεύµατος από τη «φάση» προς το µεταλλικό κέλυφος και ότι η τιµή της συνολικής διαρροής 
υπερβαίνει τα 30 mA.  
        Το ρελέ προστασίας ενεργοποιείται ακόµη και όταν Ι1 < Ι2, δηλαδή όταν η διαρροή προς 
το κέλυφος γίνεται από «τον ουδέτερο», ιδιότητα που είναι πολύ χρήσιµη για την προστασία 
και του ηλεκτρολόγου.  
 
7.  Επικίνδυνες πηγές τάσης και επικίνδυνες καταστάσεις 
 

Όλες οι ηλεκτροπληξίες µε τάσεις άνω των 30 V θεωρούνται επικίνδυνες. Πλην όµως, η 
επικινδυνότητα της ηλεκτροπληξίας µε 40 V διαφέρει σαφώς από αυτή µε 300 V. Γενικότερα, 
ακίνδυνες θεωρούνται οι πηγές τάσης που διαθέτουν περιοριστή ρεύµατος (current limiter), 
ρυθµισµένο στα 5 mA ή σε µικρότερη τιµή όπου οι πειραµατικές συνθήκες το επιτρέπουν. Ο 
περιοριστής ρεύµατος (current limiter) είναι µία ειδική ηλεκτρονική µονάδα εντός του 
τροφοδοτικού, ο οποίος αυτόµατα και ακαριαία µηδενίζει την τάση της πηγής όταν το ρεύµα 
κατανάλωσης πλησιάζει µία προκαθορισµένη τιµή (5 mA). Για παράδειγµα, στην Άσκηση 10, 
«Μελέτη του πυκνωτή κ.λπ.», στο τροφοδοτικό συνεχούς τάσης 200 V, ο περιοριστής ρεύµατος 
είναι ρυθµισµένος στο 0,1 mA.  
        Τονίζουµε ιδιαίτερα, ότι στα τροφοδοτικά που δε διαθέτουν περιοριστή ρεύµατος, τίποτα 
δεν µας προστατεύει όταν µε τα δύο χέρια αγγίζουµε τους δύο πόλους του τροφοδοτικού.  
         Ιδιαίτερα επικίνδυνα είναι τα τροφοδοτικά που παράγουν τάσεις άνω των 100 V και δε 
διαθέτουν περιοριστή ρεύµατος. Το ρελέ προστασίας και η γείωση του τροφοδοτικού 
προστατεύουν τον ερευνητή µόνο από την τάση της ∆ΕΗ. Τα µέσα αυτά δεν τον προστατεύουν 
από τις δευτερεύοντες τάσεις που παράγουν τα τροφοδοτικά. Για να βεβαιωθούµε, αρκεί να 
εξετάσουµε την επικινδυνότητα δύο περιπτώσεων ηλεκτροπληξίας από ένα τροφοδοτικό των 
+300 V (Άσκηση 14, Μέτρηση του λόγου e/m), που παρουσιάζονται στα Σχ. 21 και 22.  
        Στην περίπτωση Α (Σχ. 21), ακίνδυνος είναι ο πόλος ο αρνητικός, που είναι γειωµένος, 
ενώ επικίνδυνος είναι ο θετικός. Έστω, ότι κατά λάθος ο χρήστης αγγίζει µε το ένα χέρι το  
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Σχήµα 21.  Σχετικά «ακίνδυνη» ηλεκτροπληξία τύπου χέρι-πόδια, σε τροφοδοτικό µε έναν πόλο γειωµένο. 

 
 

θετικό πόλο του τροφοδοτικού. Εδώ το ρεύµα ηλεκτροπληξίας εξαρτάται από τα 300 V, αλλά 
και από τη συνολική ωµική αντίσταση του κυκλώµατος στη διαδροµή: χέρι-πόδια-υποδήµατα-
δάπεδο-Γη. Η αντίσταση αυτή είναι συνήθως µεγάλη.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 22.  Επικίνδυνη ηλεκτροπληξία τύπου χέρι-χέρι σε τροφοδοτικό µε έναν πόλο γειωµένο. 
 
 

        Πολύ επικίνδυνη είναι η κατάσταση Β (Σχ. 22), όπου το δεύτερο χέρι αγγίζει το µεταλλικό 
κέλυφος του οργάνου ή κάποιου καλά γειωµένου αντικειµένου της κτιριακής εγκατάστασης.  
        Στο Σχ. 22, µέσω γείωσης, το δεύτερο χέρι ουσιαστικά αγγίζει τον αρνητικό πόλο της 
πηγής. Εδώ το ρεύµα ηλεκτροπληξίας είναι πολύ µεγαλύτερο, καθώς εξαρτάται κυρίως από 
την αντίσταση χέρι-χέρι, που είναι πολύ µικρότερη απ’ ότι στην περίπτωση Α. Εδώ η µόνη 
προστασία προέρχεται από τον περιοριστή ρεύµατος (current limiter), εάν υπάρχει, ο οποίος 
αυτόµατα και ακαριαία µειώνει την τάση της πηγής, όταν το ρεύµα τείνει να πλησιάσει µία 
ορισµένη τιµή. Η απουσία του περιοριστή κάνει την κατάσταση Β πολύ επικίνδυνη και, 
εποµένως, πρέπει µε κάθε τρόπο να αποτρέπεται έστω µε παθητικά µέσα ή µε χρήση ειδικά 
προστατευµένων καλωδίων συναρµολόγησης κ.λπ. 
 
8.  Λειτουργία του τροφοδοτικού σε κατάσταση Flouting mode 
 

Σε µερικά τροφοδοτικά, παρότι το µεταλλικό κέλυφος είναι πάντα γειωµένο, κανένας από τους 

δύο πόλους της τάσης εξόδου δεν είναι γειωµένος. Συνήθως, στα τροφοδοτικά αυτά ο ένας από 
τους δύο πόλους γειώνεται, όταν η τροφοδοτούµενη συσκευή για κάποιο λόγο πρέπει 
οπωσδήποτε να είναι γειωµένη. Έτσι, ποιος από τους δύο πόλους θα γειωθεί αποφασίζει ο 
ερευνητής, ανάλογα µε το αν επιθυµεί πηγή θετικής ή πηγή αρνητικής τάσης. 
        Τονίζουµε ακόµη µία φορά, ότι στα τροφοδοτικά που δε διαθέτουν current limiter, τίποτα 

δεν µας προστατεύει όταν µε τα δύο µας χέρια αγγίζουµε τους δύο πόλους του τροφοδοτικού. Η 
κατάσταση διαφοροποιείται όταν µε το ένα χέρι αγγίζουµε το µεταλλικό κέλυφος του οργάνου, 
ενώ µε το άλλο, τον έναν από τους δύο πόλους του τροφοδοτικού. Όταν ο ένας πόλος είναι 

(Α) 

∆άπεδο 
 
   Γη 

Μεταλλικό κέλυφος 

220 V 

Ι1 
 
 
Ι2 

 

300 V 
       Τα 
ηλεκτρονικά 
του οργάνου 

(Β) 

∆άπεδο 
 
 Γη 

Μεταλλικό κέλυφος 

220 V 

Ι1 
 

 
 

Ι2 

 

 

      Τα 
ηλεκτρονικά 
του οργάνου 
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γειωµένος, αυτό θα προκαλέσει επικίνδυνη ηλεκτροπληξία όταν αγγίζουµε τον µη γειωµένο 
πόλο (κατάσταση Β, Σχ. 22). Όταν όµως οι δύο πόλοι «είναι στον αέρα», δηλαδή το 
τροφοδοτικό λειτουργεί σε κατάσταση Flouting mode, η ηλεκτροπληξία που θα υποστούµε θα 
είναι σχεδόν ακίνδυνη! 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 23.  Σχετικά «ακίνδυνη» ηλεκτροπληξία τύπου χέρι-χέρι σε τροφοδοτικό 

που λειτουργεί σε κατάσταση Flouting mode. 

 
 

        Το τροφοδοτικό µπορεί (πρέπει) να λειτουργεί σε κατάσταση Flouting mode όταν στην 
ηλεκτρονική συσκευή που τροφοδοτείται κανένας από τους δύο πόλους δεν είναι γειωµένος, 
δηλαδή και η συσκευή λειτουργεί σε κατάσταση Flouting mode ή απουσιάζει σε αυτή το 
µεταλλικό κέλυφος κ.ο.κ. Είναι άξιο προσοχής το γεγονός, ότι η κατάσταση αυτή είναι πιο 

ασφαλής!  
        Πρέπει να σηµειώσουµε ότι σε λειτουργία Flouting mode κανένας από τους δύο πώλους 
δεν είναι απολύτως ακίνδυνος, όπως είναι ο γειωµένος πόλος στα κοινά τροφοδοτικά. Πλην 
όµως, η λειτουργία Flouting mode είναι προτιµότερη καθώς στα τροφοδοτικά αυτά µεριµνάτε 
για την ασφαλή και καλή µόνωση των δύο πόλων από το µεταλλικό κέλυφος του 
τροφοδοτικού, που είναι συνήθως γειωµένο. 
        Αν η ηλεκτροπληξία που βλέπουµε στο Σχ. 22 είναι επικίνδυνη, σε κατάσταση Flouting 

mode (Σχ. 23), σε περίπτωση ηλεκτροπληξίας µε δύο χέρια, το ρεύµα ηλεκτροπληξίας θα 
µειωθεί σε µεγάλο βαθµό από τη µεγάλη αντίσταση της µόνωσης Rµ,, η οποία είναι της τάξης 

107-1010 Ω.  
        Εδώ το συνολικό ρεύµα ηλεκτροπληξίας θα διακλαδωθεί σε δύο διαδροµές, 
ακολουθώντας δύο ξεχωριστά κλειστά κυκλώµατα. Στο πρώτο κύκλωµα το ρεύµα ακολουθεί 
τη διαδροµή: θετικός πόλος-χέρι-χέρι-Γη-µόνωση αρνητικού πόλου-αρνητικός πόλος της 
πηγής. 
        Στο δεύτερο κύκλωµα το ρεύµα ακολουθεί τη διαδροµή: χέρι-πόδια-δάπεδο-Γη-µόνωση 
αρνητικού πόλου-αρνητικός πόλος του τροφοδοτικού. Βλέπουµε, ότι στα δύο κυκλώµατα 
προστίθεται η αντίσταση µόνωσης του αρνητικού πόλου Rµ, όπως αυτή εκδηλώνεται ως προς  
το µεταλλικό κέλυφος του τροφοδοτικού. Το γεγονός αυτό προκαλεί µεγάλη µείωση του 
ρεύµατος ηλεκτροπληξίας, στο βαθµό που αυτό συγκρίνεται µε την περίπτωση όπου ο 
αρνητικός πόλος του τροφοδοτικού είναι γειωµένος (περίπτωση Β, Σχ. 22). Συµπερασµατικά 
µπορούµε να πούµε, ότι αυτό που µας προστατεύει σε αυτήν την ηλεκτροπληξία είναι η 
µεγάλη τιµή της αντίστασης µόνωσης Rµ. Εδώ, το «χτύπηµα» που αισθάνεται κανείς στην 
πρώτη στιγµή οφείλεται στην εκφόρτωση του παρασιτικού πυκνωτή που δρα παράλληλα µε 
την αντίσταση Rµ και είναι της τάξης µερικών εκατοντάδων pF.  
        Σε κατάσταση Flouting mode, περίπου ίδιας έντασης ηλεκτροπληξία θα υποστούµε εάν, 
κατά λάθος, αγγίξουµε τον αρνητικό πόλο της πηγής, ενώ το άλλο χέρι θα αγγίζει το µεταλλικό 
κέλυφος του οργάνου ή κάποιου γειωµένου αντικείµενου της κτιριακής εγκατάστασης. Και 
στην περίπτωση αυτή, από την ηλεκτροπληξία θα µας προστατεύσει η µεγάλη αντίσταση 

µόνωσης (Rµ) του θετικού πόλου, όπως αυτή εκδηλώνεται ως προς το µεταλλικό κέλυφος του 
τροφοδοτικού.  
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        Ωστόσο και σε κατάσταση Flouting mode, αν το τροφοδοτικό δε διαθέτει περιοριστή 
ρεύµατος, τίποτα δεν µας προστατεύει όταν µε τα δύο χέρια αγγίζουµε τους δύο πόλους του 
τροφοδοτικού. Το άγγιγµα αυτό είναι επικίνδυνο για τη ζωή, όταν το τροφοδοτικό παράγει 
τάσεις άνω των 30 V και, πολύ επικίνδυνη, όταν η παραγόµενη τάση είναι άνω των 100 V.  
 
9.  Ασφαλείς πηγές υψηλής τάσης 
 

Σε πειράµατα όπου χρησιµοποιούνται τάσεις άνω των 1000 V (π.χ. 5 kV στις ασκήσεις 
Περίθλαση ηλεκτρονίων, Κβαντοµηχανικό φαινόµενο σήραγγας, Φαινόµενο Κερ κ.λπ.), πιο 
ασφαλή είναι τα τροφοδοτικά που λειτουργούν µε ταλαντωτές, σε συχνότητες της τάξης 100 
kHz, µε µεγάλο (100) πολλαπλασιασµού της εναλλασσόµενης τάσης, η οποία στη συνέχεια 
ανορθώνεται και εξοµαλύνεται µε πυκνωτές. Συνήθως, ο ταλαντωτής λειτουργεί σε συχνότητα 
συντονισµού του δευτερεύοντος τυλίγµατος ενός µετασχηµατιστή, ο οποίος µε την παρασιτική 
χωρητικότητα δηµιουργεί ένα παράλληλο κύκλωµα LC. Τα τροφοδοτικά αυτά λειτουργούν ως 
πηγή τάσης µε µικρή εσωτερική αντίσταση µόνο όταν το ρεύµα κατανάλωσης δεν υπερβαίνει 
τα 3 mA (Σχ. 24).  
        Σκόπιµα, για λόγους ασφαλείας, όταν η κατανάλωση ρεύµατος υπερβαίνει τα 3 mA, η 
λειτουργία του τροφοδοτικού αρχίζει να γίνεται προβληµατική, καθώς η έξοδος εµφανίζει µία 
µεγάλη εσωτερική αντίσταση, της τάξης 2 ΜΩ (∆U/∆Ι = 2×106 Ω). Στα 5 mA κατανάλωσης ο 
ταλαντωτής παύει τη λειτουργία του. Με τον τρόπο αυτό όλο το σύστηµα λειτουργεί και ως 
περιοριστής ρεύµατος στα 5 mA.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 24.  Σχετικά «ασφαλής» πηγή υψηλής τάσης µε ταλαντωτή στα 100 kHz, 
 

d.c, Ι ≤ 3 mA,   Ιmax = 5 mA. 
 
 

        Επιπλέον, στα τροφοδοτικά µε ταλαντωτές η χωρητικότητα των πυκνωτών εξοµάλυνσης 
της ανορθωµένης τάσης είναι της τάξης 1 nF, δηλαδή είναι µικρότερη 104-105 φορές από ότι 
στα συστήµατα που εξοµαλύνουν την ανορθωµένη τάση στα 50 Hz. Από τη σκοπιά ασφαλείας, 
η µικρή χωρητικότητα των πυκνωτών εξοµάλυνσης είναι προτιµότερη και συνιστά µεγάλο 
πλεονέκτηµα αυτών των τροφοδοτικών. Το πόσο χρήσιµη είναι η µικρή χωρητικότητα θα 
δούµε στο παράδειγµα που ακολουθεί. 
        Έστω, ότι η πηγή παράγει τάση 5000 V και ότι ο σπουδαστής άθελα αγγίζει τους δύο 
πόλους µε τα χέρια, η αντίσταση των οπίων είναι περίπου 250 kΩ (Σχ. 24). 
        Τη χρονική στιγµή t = 0, το ρεύµα ηλεκτροπληξίας είναι  
 

Ι0 = (5000 V)/(250×103 Ω) = 2×10-2 A    ή    20 mA, 
 

το οποίο αντλείται κυρίως από τους πυκνωτές εξοµάλυνσης (στο Σχ. 14, Cσειράς = 0,5 nF) και 
µειώνεται εκθετικά µε σταθερά χρόνου  
 

τ = RC = (2,5x105 Ω)×(0,5x10-9 F) = 125×10-6 s = 125 µs. 
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Πρακτικά, σχεδόν αµέσως, δηλαδή σε χρόνο περίπου 20-40 περιόδων, ο ταλαντωτής θα τεθεί 
εκτός λειτουργίας, καθώς για να διατηρηθεί η τάση στους πυκνωτές στα αρχικά επίπεδα, οι 
ανορθώτριες δίοδοι πρέπει να τους τροφοδοτούν µε ρεύµατα πολύ µεγαλύτερα από 5 mA, τα 
οποία στο πρωτεύον τύλιγµα του µετασχηµατιστή είναι εκατό φορές µεγαλύτερα και τα 
τρανζίστορ του ταλαντωτή αδυνατούν (σκόπιµα) να ανταπεξέλθουν στις τιµές αυτές. 
Βλέπουµε, ότι µεταξύ άλλων, αυτό που κάνει την ηλεκτροπληξία αυτή σχετικά ακίνδυνη είναι 
η µικρή χωρητικότητα των πυκνωτών εξοµαλύνσεις, καθώς εδώ το «χτύπηµα» των 20 mA 
διαρκεί µόνο  

3τ = 3RC = 3×125 µs = 375 µs. 
 
10.  Παθητικά µέσα προστασίας 
 

Όπως αναφέραµε προηγουµένως, ο περιοριστής ρεύµατος είναι µία ειδική ηλεκτρονική µονάδα 
µέσα στο τροφοδοτικό, που «παρακολουθεί» το ρεύµα κατανάλωσης και «ρίχνει» την τάση 
όταν το ρεύµα πλησιάζει µία ορισµένη τιµή. Ωστόσο τον περιοριστή αυτόν δεν τον διαθέτουν 
όλα τα τροφοδοτικά.  
        Όταν γίνεται χρήση τροφοδοτικών δίχως περιοριστή, σε πειραµατικές διατάξεις όπου η 
κατανάλωση του ρεύµατος είναι πολύ µικρή ή σχεδόν µηδενική, καλή προστασία από τα 
µεγάλα ρεύµατα ηλεκτροπληξίας προσφέρουν και τα παθητικά µέσα προστασίας. Στην 
απλούστερη µορφή το µέσο αυτό είναι µία ωµική αντίσταση µεγάλης τιµής.  
        Για παράδειγµα, η µελέτη του πυκνωτή (µεταλλικοί δίσκοι µε διάµετρο 20 cm, Άσκηση 
10, Ε.Μ.Π.), µπορεί να γίνει σύµφωνα µε το σχεδιάγραµµα που δίνεται στο Σχ.25α, όπου στην 
πρώτη φάση ο πυκνωτής φορτίζεται στα 200 V και, στη συνέχεια, µε τη βοήθεια ενός 
µεταγωγού, ο πυκνωτής εκφορτίζεται µέσω ενός γειωµένου µετρητή φορτίου. Το τελευταίο 

επιβάλει γείωση και του αρνητικού πόλου της πηγής.  
        Παρά τη γείωση, η διάταξη αυτή είναι επικίνδυνη για τους σπουδαστές εάν η πηγή των 
200 V δεν έχει περιοριστή ρεύµατος (στην Άσκηση 10, το limit είναι στα 0,1 mA). 
Σηµειώνουµε, ότι τέτοια πηγή πρέπει να αποµακρύνεται από τα εκπαιδευτικά εργαστήρια.  
        Αλλά αν για κάποιον λόγο λείπει ο περιοριστής, ενώ η αντικατάσταση της πηγής είναι 
αδύνατη, ικανοποιητική προστασία από την ηλεκτροπληξία µπορεί να προσφέρει και µία απλή 
ωµική αντίσταση των 10 ΜΩ, (Σχ. 25β), η οποία περιορίζει ένα ενδεχόµενο ρεύµα 
ηλεκτροπληξίας σε επίπεδα 
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Σχήµα 25. Παθητικά µέσα προστασίας µε χρήση µεγάλης ωµικής αντίστασης. 
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που είναι ακίνδυνα, όταν, για παράδειγµα, ο σπουδαστής µε το ένα χέρι αγγίζει τη Γη ή κάποιο 
γειωµένο αντικείµενο, ενώ µε το άλλο χέρι αγγίζει τα σηµεία του κυκλώµατος που βρίσκονται 
µετά την αντίσταση προστασίας, δηλαδή  
• στο δεξί άκρο της αντίστασης προστασίας  
• στον µεταγωγό  
• στον «πάνω» δίσκο του πυκνωτή (ο «κάτω» είναι γειωµένος)  
• στην είσοδο του µετρητή φορτίου κ.λπ.  
 

Τονίζουµε ότι τα µέρη του κυκλώµατος που βρίσκονται πριν από την αντίσταση προστασίας, 
δίχως τον περιοριστή παραµένουν επικίνδυνα. Συνεπώς, στο τροφοδοτικό που δε διαθέτει 
περιοριστή ρεύµατος πρέπει µε κάθε τρόπο να αποτρέπεται η προσπέλαση στα σηµεία αυτά. 
        Ως προς την ακρίβεια του πειράµατος, η παρουσία της αντίστασης προστασίας δεν 
επιφέρει κάποια αξιόλογή µεταβολή του ηλεκτρικού φορτίου που συσσωρεύει ο πυκνωτής. Ο 
πυκνωτής, σε χρόνο τ = 3RC, που είναι περίπου 3×(107 Ω)×(10-10 F) = 3×10-3 s, θα φορτιστεί 
στα 200 V, ωστόσο υπό τον όρο ότι η αντίσταση διαρροής του πυκνωτή και των καλωδίων  
συνδεσµολογίας είναι εκατοντάδες ή χιλιάδες φορές µεγαλύτερη από τα 10 ΜΩ της 
αντίστασης προστασίας. Συνήθως ο όρος αυτός τηρείται.  
Σηµείωση. Ο παραπάνω όρος δεν τηρείται όταν η επιφάνεια του µεταγωγέα (είναι από 
πλεξιγκλάς) αποκτά µικρή ηλεκτρική αγωγιµότητα, δηλαδή όταν η θερµοκρασία του 
εργαστηρίου είναι χαµηλή, η σχετική υγρασία µεγάλη και η επιφάνεια του πλεξιγκλάς είναι 
καλυµµένη µε λεπτό στρώµα σκόνης (Χειµώνας ή βροχερός καιρός). Ίδια προβλήµατα 
επιφανειακής αγωγιµότητας παρατηρούνται και στην Άσκηση Κβαντοµηχανικό φαινόµενο 
σήραγγας (Ε.Μ.Π.), η οποία µερικές φορές είναι τόσο µεγάλη που κάνει αδύνατη τη διεξαγωγή 
της Άσκησης! 
        Αυτό που πρέπει να προσέξει κανείς εδώ είναι η ακριβής αλλά και ασφαλής µέτρηση της 
τάσης της πηγής. Για να γίνει η µέτρηση της τάσης σωστά, ο µετρητής τάσης πρέπει να 
συνδέεται πριν από την αντίσταση προστασίας. Σε αντίθετη περίπτωση η ένδειξη του µετρητή 
θα είναι έντονα αλλοιωµένη (50 % της πραγµατικής!), καθώς η αντίσταση προστασίας και η 
εσωτερική αντίσταση του µετρητή (συνήθως 10 ΜΩ) δηµιουργούν έναν ανεπιθύµητο διαιρέτη 
τάσης. Σηµειώνουµε, ότι το σηµείο αυτό είναι επικίνδυνο και εποµένως είναι προτιµότερο η 
µετρητής τάσης να είναι ενσωµατωµένος στο τροφοδοτικό και µόνιµα (εσωτερικά) 
συνδεδεµένος µε την έξοδο της πηγής.  
        Όταν οι εκπαιδευτικοί λόγοι επιβάλλουν τη σύνδεση ενός µετρητή τάσης, τότε η 
συναρµολόγηση του κυκλώµατος πρέπει να γίνεται µε κλειστό το τροφοδοτικό και µε ειδικά 
καλώδια συνδεσµολογίας, τα λεγόµενα «ασφαλή», στα οποία τα δύο µεταλλικά άκρα είναι 

καλυµµένα πάντα µε µετακινούµενους κυλίνδρους (µονωτικές «φούστες») από κάποιο ασφαλές 
και καλό µονωτικό υλικό. 
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7.  Σφάλµατα τυχαίων τιµών (σ >> εοργανου). Αβεβαιότητα της µέσης τιµής, σελ. 30. 
7.1.    Μετρήσεις µε µικρές τιµές του n (3 < n < 10), σελ. 30. 
7.2.    Συντελεστές Student, σελ. 31. 
7.3.    Τυχαίες τιµές και σφάλµα οργάνου, σελ. 32. 
7.4.    Ιδιαιτερότητα στην ανάγνωση των τυχαίων αποτελεσµάτων ai µε ψηφιακούς µετρητές,  
          σελ. 32. 
7.5.    Ιδιαιτερότητα στην ανάγνωση των τυχαίων αποτελεσµάτων ai σε µετρήσεις µε αναλογικούς  

          µετρητές, σελ. 33. 
 

8.  Βέλτιστος αριθµός µετρήσεων n0 (noptimum), σελ. 33. 
 

9. Ενιαία (ίδια) πιθανότητα κάλυψης των διαστηµάτων σφάλµατος σε έµµεσες µετρήσεις,  
     σελ. 35.  
 

10.  Υπολογισµός του εγγυηµένο διαστήµατος σφάλµατος µε χρήση διαφορικών, σελ. 36. 
 

11.  ∆ιαφορική µέθοδος µέτρησης, σελ. 36.  
 

12.  Μέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων σε γραµµική σχέση τύπου y = A + Bx, σελ. 37. 
12.1.   Εισαγωγή, σελ. 37. 
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12.2.  Προσέγγιση του προβλήµατος σε συνθήκες σx = 0 και σy = σταθ, σελ. 38. 
12.3.  Οι σχέσεις για τις παραµέτρους a και b, δa και δb, της βέλτιστης ευθείας y = a + bx,  
          σελ. 38. 
12.4.   Μοντέλο της µεθόδου των ελαχίστων τετραγώνων, σελ. 39. 
12.5.  Πειραµατικός προσδιορισµός των παραµέτρων της βέλτιστης πειραµατικής ευθείας,  
          σελ. 40. 
12.6.  Τυπική απόκλιση των κλίσεων bk, λόγω διασποράς των yi, σελ. 41. 
12.7.  Τυπική απόκλιση στις κλίσεις bk, όταν ο αριθµός n είναι µικρός, σελ. 42. 
12.8.  Τυπική απόκλιση του ελεύθερου όρου a, λόγω διασποράς των τιµών yi, σελ. 42. 
 

12.9.  Συνεισφορά των οργάνων στο σφάλµα της κλίσης, σελ. 43. 
12.9.1.    Εισαγωγή, σελ. 43. 
12.9.2.    Κατασκευή των 2 οριακών ευθειών, σελ. 44. 
12.9.3.   Όργανα ψηφιακά. ∆bοργ σε µετρήσεις µε 2 ψηφιακούς µετρητές (σx = 0, σy = 0), σελ. 46. 
12.9.4.    ∆aοργ σε µετρήσεις µε 2 ψηφιακούς µετρητές (σx = 0, σy = 0), σελ. 48. 
12.9.5.    Ολικό «σφάλµα» της κλίσης b σε µετρήσεις µε 2 ψηφιακούς µετρητές, σελ. 50. 
12.9.5.1. Ολικό «σφάλµα» του ελεύθερου όρου a σε µετρήσεις µε 2 ψηφιακούς µετρητές, σελ. 51. 
12.9.6.   ∆bοργ σε µετρήσεις µε δύο αναλογικούς µετρητές, σελ. 51. 
12.9.6.1.  ∆aοργ σε µετρήσεις µε δύο αναλογικά όργανα, σελ. 56. 
12.9.6.2. Ολικό «σφάλµα» στην κλίση σε µετρήσεις µε δύο αναλογικά όργανα, σελ. 58. 
12.9.7.    Μικτά όργανα. ∆bοργ σε µετρήσεις µε αναλογικό µετρητή των xi και ψηφιακό των yi,  
               σελ. 58. 
12.9.7.1. Ολικό «σφάλµα» στην κλίση σε µετρήσεις µε ψηφιακό µετρητή των yi και αναλογικό  

               των xi, σελ. 61. 
12.9.8.    Όργανα µικτά. ∆bοργ σε µετρήσεις µε αναλογικό µετρητή των yi και ψηφιακό των xi, 
               σελ. 61. 
13.9.8.1.  Ολικό «σφάλµα» στην κλίση σε µετρήσεις µε αναλογικό µετρητή των yi και ψηφιακό 

                των xi, σελ. 63. 
 

13.  Μέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων σε γραµµική σχέση τύπου y = Βx, σελ. 64.  
13.1.  Εισαγωγή, σελ. 64.  
13.2.  Η κλίση, b, της βέλτιστης πειραµατικής ευθείας y = bx, (σy ≠ 0). Προσέγγιση ιδανικών  
          οργάνων, σελ. 64. 
13.3.  Τυπική απόκλιση της κλίσης b. Προσέγγιση ιδανικών οργάνων, σελ. 65. 
13.4.  Κλίση και τυπική απόκλιση της κλίσης σε συνάρτηση y = bx, (σy ≠ 0), σελ. 66. 
 

13.5.  ∆bοργ, που προκαλούν τα 2 ψηφιακά όργανα σε συνάρτηση y = bx, (σy ≠ 0), σελ. 66. 
13.6.  Ολικό «σφάλµα» της κλίσης της βέλτιστης πειραµατικής ευθείας y = bx (σy ≠ 0), σελ. 68. 
 

13.7.  Μερικά λεπτά σηµεία της µεθόδου των ελαχίστων τετραγώνων.  
13.7.1. Συνθήκες σx = 0  και  σy = σταθ. Συνθήκες σx = 0 και σy = σταθ, σελ. 69. 
 

Παραρτήµατα 
 

Παράρτηµα  1.  ∆ιακρίβωση των µετρητών, σελ. 70. 
 

Παράρτηµα  2.  Tυπική απόκλιση της µίας µέτρησης, σελ. 70. 
 

Παράρτηµα 3. Ακρίβεια της επιλεγείσας µεθόδου και ακρίβεια του αποτελέσµατος, σελ. 
71. 
 

Παράρτηµα 4.  Μερικές ιδιότητες της διασποράς σ0
2, σελ. 72. 

 

Παράρτηµα 5.  Μέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων. ∆ιασπορές σa
2 και σb

2, σελ. 73. 
Π5.1.  ∆ιασπορά του όρου a, σa

2.  Προσέγγιση ιδανικών µετρητών, σελ. 73. 
Π5.2.  ∆ιασπορά της κλίσης b, σb

2
. Προσέγγιση ιδανικών µετρητών, σελ. 74. 
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Παράρτηµα 6. Γραµµικοποίηση της µαθηµατικής σχέσης και ο όρος σy = σταθ. σελ. 75. 
 

Παράρτηµα 7.        «Σφάλµα» του A/D (Analog-to-Digital Converter)  
σε αυτοµατοποιηµένες µετρήσεις µε υπολογιστές, σελ. 76. 

 

Παράρτηµα 8.  Εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος στις 4 αριθµητικές πράξεις, σελ. 76. 
Π.8.1.  Εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος πρόσθεσης, σελ. 76. 
Π8.2.  Εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος αφαίρεσης, σελ. 77. 
Π8.3.  Εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος πολλαπλασιασµού, σελ. 77. 
Π8.4.  Εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος διαίρεσης, σελ. 77. 
 
Παράρτηµα 9. Εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος συνάρτησης προσεγγιστικών µεταβλητών,  
                        σελ. 78. 
 

Παράρτηµα 10.  Κατανοµή πυκνότητας σφαλµάτων κατά Poisson, σελ. 78. 
 

Παράρτηµα 11.  Οµαλή πυκνότητα κατανοµής των σφαλµάτων, σελ. 80. 
 

Παράρτηµα 12.  ∆ιάστηµα σφάλµατος µεγάλου αριθµού προσθετέων, σελ. 81. 
 

Βιβλιογραφία, σελ. 83. 
 

Μερικά παραδείγµατα 
 

υπολογισµού του όρου ∆bοργ στη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων, σελ. 84. 
 

Άσκηση 4.     «Προσδιορισµός του µέτρου στρέψης υλικού µε τη µέθοδο του στροφικού  

                         Εκκρεµούς», σελ. 84. 
 

Άσκηση 42.  «Κβαντοµηχανικό φαινόµενο σήραγγας», σελ. 88. 
 

Άσκηση 34.  «Περίθλαση ηλεκτρονίων», σελ. 90.  
 

Άσκηση 2.  «Μέτρηση της επιτάχυνσης της βαρύτητας µε τη µέθοδο φυσικού εκκρεµούς»,  
                      σελ. 93. 
 

Άσκηση 32.  «Βαθµονόµηση θερµοζεύγους», σελ. 95. 
 

Άσκηση 14.  «Μέτρηση του λόγου e/m του ηλεκτρονίου», σελ. 96. 
 

Πίνακες 
 

Πίνακας 2.  Κύρια χαρακτηριστικά και ακρίβεια µερικών αναλογικών και ψηφιακών  
                    οργάνων, σελ. 101. 
 

Πίνακας 3.  Εγγυηµένο διάστηµα σφάλµατος και τυπικό σφάλµα µερικών συναρτήσεων,  
                     σελ. 102. 
 

Πίνακας 4.  Πίνακας πιθανοτήτων ∫∫∫∫ ≤≤≤≤≤≤≤≤====
−−−−z t
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, σελ. 103. 

 

Πίνακας 5.  Πίνακας συντελεστών Student, σελ. 104.  
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Ζητήµατα ασφάλειας στους χώρους των εκπαιδευτικών εργαστηρίων σελ. 118. 
1.   Γενικά περί ηλεκτροπληξίας, σελ. 118. 
2.   Τροφοδοσία του Εργαστηρίου από το δίκτυο της ∆ΕΗ, σελ. 118. 
3.   Θωράκιση των ευαίσθητων οργάνων από τις ηλεκτροµαγνητικές παρεµβολές, σελ. 119. 
4.   Προορισµός της γείωσης και του ρελέ προστασίας, σελ. 119. 
5.   Γείωση του οργάνου και προστασία του χρήστη από την ηλεκτροπληξία, σελ. 120. 
6.   Προορισµός του ρελέ προστασίας, σελ. 120.  
7.   Επικίνδυνες πηγές τάσης και επικίνδυνες καταστάσεις, σελ.121. 
8.   Λειτουργία του τροφοδοτικού σε κατάσταση Flouting mode, σελ. 122. 
9.   Ασφαλείς πηγές υψηλής τάσης, σελ. 124. 
10. Παθητικά µέσα προστασίας, σελ. 125. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



118 

Ζητήµατα ασφάλειας στους χώρους των εκπαιδευτικών εργαστηρίων 
 
1.  Γενικά περί ηλεκτροπληξίας 
 

Στους χώρους των εκπαιδευτικός εργαστηρίων, εν γένει, ο κίνδυνος ηλεκτροπληξίας είναι 
µεγάλος. Οι σπουδαστές πρέπει να µελετήσουν το µέρος αυτό, για δική τους ασφάλεια αλλά 
και την ασφάλεια του εργαστηριακού εξοπλισµού. Ωστόσο µε φροντίδα του προσωπικού, τα 
εκπαιδευτικά εργαστήρια είναι σε µεγάλο βαθµό ασφαλή. Παρά ταύτα, ο σπουδαστής πρέπει 
να γνωρίζει µερικά απλά ζητήµατα που σχετίζονται µε την ηλεκτροπληξία, όπως:  
 

1.1.  Στην πειραµατική πρακτική, η πιο επικίνδυνη ηλεκτροπληξία είναι η τύπου χέρι-χέρι, 
καθώς το ρεύµα επηρεάζει άµεσα και έντονα το αναπνευστικό και τη λειτουργία της καρδιάς.  
 

1.2.  Οι οργανικές βλάβες εξαρτώνται από τη διάρκεια της ηλεκτροπληξίας και το ρεύµα που 
µας διαρρέει.  
 

1.3.  Ρεύµατα έως 5 mA θεωρούνται ασφαλή στα εκπαιδευτικά εργαστήρια, όταν η διάρκεια 
ηλεκτροπληξίας δεν υπερβαίνει το 1 s. 
 

1.4.  Στα 18 mA παρατηρείται σπασµός των µυών στα δάχτυλα των χεριών. Συνέπεια αυτού 
είναι η αδυναµία του πληγέντος να αποτραβηχτεί από τα ρευµατοφόρα καλώδια. Αν, κάποια 
στιγµή, παρατηρήσετε την εικόνα αυτή στον συνάδελφό σας, ο ασφαλέστερος (για εσάς) 
τρόπος παροχής βοήθειας είναι να κλείσετε αµέσως την πηγή τάσης. Αν η πηγή απέχει πολύ, 
να τον αποτραβήσετε αµέσως από τα καλώδια, αλλά µε τρόπο, πιάνοντας τον από τα ρούχα και 
όχι από κάποιο ακάλυπτο µέρος του σώµατός του. 
 

1.5.  Ηλεκτροπληξία µε 50 mΑ, σε χρόνο 1s, θεωρείται θανατηφόρα.  
 

1.6.  Η ωµική αντίσταση χέρι-χέρι, όταν τα ρευµατοφόρα καλώδια εφάπτονται τις ανοιχτές 
πληγές, είναι περίπου 600 Ω. Σε µία σπάνια περίπτωση καταγράφηκε θανατηφόρα 
ηλεκτροπληξία από τάση 30 V(!) των καλωδίων του ΟΤΕ (30 V/600 Ω = 50 mA). 
 

1.7.  Η ωµική αντίσταση χέρι-χέρι, όταν το δέρµα είναι καθαρό και στεγνό, στις γυναίκες 
κυµαίνεται από 200 έως 600 kΩ, ενώ στους άνδρες είναι µεγαλύτερη, καθώς το δέρµα τους 
είναι παχύτερο. Επίσης, η αντίσταση του υγρού δέρµατος είναι εκατοντάδες φορές µικρότερη.  
 

1.8.  Είναι επικίνδυνο λάθος να νοµίζουµε ότι δεν κινδυνεύουµε αν έρθουµε σε επαφή µε τα 
καλώδια της ∆ΕΗ, όπου η ενεργός τιµή της εναλλασσόµενης τάσης είναι 220 V. Πράγµατι, 
όταν τα χέρια είναι υγρά, τότε ο κίνδυνος είναι άµεσος και πολύ µεγάλος. Ωστόσο ακόµη και 
όταν τα χέρια είναι στεγνά, στην πρώτη χρονική στιγµή το ρεύµα είναι  
 

Ι ≈ 220 V/220 kΩ = 1 mΑ. 
 

Αλλά ταυτόχρονα, τα σηµεία επαφής µε το δέρµα αρχίζουν να ιδρώνουν έντονα, λόγω 
ερεθισµού των ιδρωτοποιών αδένων. Συνέπεια αυτού είναι η ραγδαία µείωση της αντίστασης 
του δέρµατος και αύξηση του ρεύµατος σε επικίνδυνα επίπεδα τιµών.  
        Στα εκπαιδευτικά εργαστήρια, οι πηγές τάσης που παράγουν τάση άνω των 100 V πρέπει 
να διαθέτουν Current Limiter ρυθµισµένο στα 5 mA ή σε µικρότερη τιµή εκεί όπου οι 
πειραµατικές συνθήκες αυτό το επιτρέπουν. Τροφοδοτικά που παράγουν τάση άνω των 100 V 
και δε διαθέτουν Current Limiter πρέπει να αποσύρονται από τα εκπαιδευτικά εργαστήρια.  
 
2.  Τροφοδοσία του Εργαστηρίου από το δίκτυο της ∆ΕΗ 

 

Η τροφοδοσία του Εργαστηρίου γίνεται από το δίκτυο της ∆ΕΗ, µε τριφασική τάση 220 V,  
50 Hz. Συνήθως, η αρχική τάση της ∆ΕΗ είναι υψηλή, οπότε σε έναν πλησιέστερο υποσταθµό 
η υψηλή τάση υποβιβάζεται στα επίπεδα των 220 V, µε έναν µετασχηµατιστή υποβιβασµού. 
Σηµειώνουµε, ότι οι περισσότερες εκπαιδευτικές και ερευνητικές διατάξεις είναι µονοφασικές, 
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δηλαδή τροφοδοτούνται µε µία από τις τρεις φάσεις του δικτύου. Για το λόγο αυτό το 
τριφασικό δίκτυο, οι τριφασικές συσκευές όπως και τα τριφασικά συστήµατα ασφαλείας εδώ 
δεν θα εξεταστούν.  
 
3.  Θωράκιση των ευαίσθητων οργάνων από τις ηλεκτροµαγνητικές παρεµβολές 
 

Τα ευαίσθητα ηλεκτρικά και ηλεκτρονικά όργανα είναι ευάλωτα στις ηλεκτροµαγνητικές 
παρεµβολές. Για προστασία τους, τα όργανα αυτά περιβάλλονται από ένα µεταλλικό κέλυφος, 
το οποίο δεν επιτρέπει την είσοδο των εξωτερικών ηλεκτρικών και µαγνητικών πεδίων στο 
εσωτερικό του. Εδώ αδύνατο σηµείο είναι τα καλώδια σύνδεσης µε την είσοδο της συσκευής, 
που λειτουργούν ως κεραίες και εισάγουν την ηλεκτρική παρεµβολή στο εσωτερικό του 
οργάνου. Για να µειωθούν και αυτές οι παρεµβολές, η σύνδεση γίνεται µε ειδικά καλώδια που 
περιβάλλονται από µία εύκαµπτη χάλκινη πλεξούδα, το λεγόµενο µπλεντάζ, το οποίο 
συνδέεται µε το µεταλλικό κέλυφος του οργάνου και εποµένως αποτελεί την εύκαµπτη 
προέκτασή του.  
 
4.  Προορισµός της γείωσης και του ρελέ προστασίας 
 

Πρέπει να λάβουµε υπόψη το γεγονός ότι η Γη, δηλαδή το έδαφος, σε βάθος όπου το χώµα 
είναι πάντα υγρό (πάνω από 50 cm), είναι ηλεκτρικά αγώγιµο και εποµένως η επιφάνεια της 
Γης, καθώς είναι πολύ µεγάλη, επηρεάζει άµεσα τις ευαίσθητες ηλεκτρικές και ηλεκτρονικές 
διατάξεις, όταν τα ηλεκτρικά δυναµικά του εδάφους και του µεταλλικού κέλυφος διαφέρουν 
και µεταβάλλονται. Για να εξουδετερωθεί και αυτή η παρεµβολή, το µεταλλικό κέλυφος το 
γειώνουν και µε τον τρόπο αυτό εξαλείφεται η ηλεκτρική παρεµβολή που προκαλείται από την 
ανεπιθύµητη αυτή διαφορά δυναµικού.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
        Στη χρησιµότητα της γείωσης πρέπει να προσθέσουµε ακόµη µία: η γείωση του οργάνου 
προστατεύει τον χρήστη από την ηλεκτροπληξία, που µπορεί να προκληθεί από µία βλάβη στη 
µόνωση των ρευµατοφόρων καλωδίων της συσκευής.  
         Όργανα που τροφοδοτούνται µε µπαταρίες των 1,5 ή 9 V είναι ασφαλή. Αλλά συσκευές 
που τροφοδοτούνται από το δίκτυο της ∆ΕΗ µε 220 V, εν γένει είναι επικίνδυνες. Στη µείωση 
του κινδύνου ή ακόµη και στην εξάλειψή του αποσκοπεί η µέθοδος τροφοδοσίας µε ρελέ 

προστασίας και τρία καλώδια, η σχηµατική παράσταση της οποίας δίνεται στο Σχ. 20. 
        Σε γενικές γραµµές, η µέθοδος αυτή αποσκοπεί στην εξάλειψη κάθε πιθανότητας το 

µεταλλικό κέλυφος του οργάνου να βρεθεί υπό τάση, γεγονός που θα θέσει σε άµεσο κίνδυνο τον 

Σχήµα 20.  Προστασία του χρήστη µέσω γείωσης του οργάνου.  

Ρελέ προστασίας 

Μεταλλικό κέλυφος 

∆άπεδο 
    Γη 

      Rδιαρροής  (≤ 30 mA) 

       Τα 
ηλεκτρονικά 
του οργάνου 

Γείωση, πράσινο-κίτρινο καλώδιο       Ιδιαρ 

     Η φάση, µαύρο καλώδιο 
                                                  
                                  Ι1  
                                  Ι2 
 
Ο ουδέτερος, γαλάζιο καλώδιο 

Ι1 = Ι2: οι επαφές του ρελε είναι κλειστές 
Ι1 ≥ Ι2 + 30 mA: οι επαφές είναι ανοιχτές 

   ∆ευτερεύον  
  τύλιγµα του 
µετασχηµατιστή 
  υποβιβασµού 

220 V 



120 

χρήστη της συσκευής. Ίδια µέθοδος προστασίας του χρήστη χρησιµοποιείται και στις οικιακές 
συσκευές. 
 
5.  Γείωση του οργάνου και προστασία του χρήστη από την ηλεκτροπληξία  
 

Θα παρακάµψουµε προς το παρόν το ρελέ προστασίας (είναι ειδική ηλεκτρική µονάδα που 
διακόπτει τη σύνδεση µε το δίκτυο όταν δηµιουργείται διαρροή ηλεκτρικού ρεύµατος προς το 
µεταλλικό κέλυφος του οργάνου (στον ηλεκτρικό πίνακα «πέφτει το ρελέ») και θα 
επικεντρωθούµε στον προορισµό της γείωσης. Έτσι, θεωρούµε, ότι οι επαφές του ρελέ είναι 
µονίµως κλειστές και η συσκευή τροφοδοτείται µε 220 V. 
        Στη µέθοδο προστασίας µε 3 καλώδια, τα δύο καλώδια είναι ενεργά και διαρρέοντα από το 
ρεύµα κατανάλωσης της συσκευής, ενώ το τρίτο χρησιµοποιείται για τη γείωση του 
µεταλλικού κελύφους του οργάνου. Χαρακτηριστικό της συνδεσµολογίας αυτής είναι η γείωση 
του ενός ενεργού καλωδίου. Οι ηλεκτρολόγοι το αποκαλούν «ο ουδέτερος» και έχει γαλάζια 
µόνωση από κάποιο πολυµερές. Εποµένως, το καλώδιο αυτό, ως προς τη Γη, δεν βρίσκεται υπό 
τάση και είναι ακίνδυνο για τον ηλεκτρολόγο, σε περίπτωση που αυτός θα το αγγίξει τυχαία. 
Το άλλο ενεργό καλώδιο, η λεγόµενη «φάση», ως προς τη Γη, έχει εναλλασσόµενο δυναµικό 
που µεταβάλλεται από −308 έως +308 βολτ (220 V ενεργά), έχει µαύρη µόνωση και είναι 

επικίνδυνο για όποιον το αγγίξει. Αλλά το άγγιγµα των ενεργών καλωδίων αφορούν την 
ασφάλεια του ηλεκτρολόγου, που έχει ασφαλώς τη σηµασία της, ωστόσο οι κίνδυνοι αυτοί δεν 
αφορούν τον χρήστη του οργάνου, ο οποίος δεν αγγίζει τα σηµεία αυτά.  
        Ο χρήστης κινδυνεύει όταν µε κάποιον τρόπο το προστατευτικό µεταλλικό κέλυφος του 
οργάνου βρεθεί υπό εναλλασσόµενη τάση, ως προς τη Γη. Αυτό µπορεί να συµβεί εάν, κατά 
παράβαση των κανόνων ασφαλείας, το µεταλλικό κέλυφος δεν είναι γειωµένο, η µόνωση του 
καλωδίου «φάσης» υποστεί κάποια βλάβη και δηµιουργηθεί διαρροή ρεύµατος από το καλώδιο 
«φάσης» προς το µεταλλικό κέλυφος του οργάνου (Rδιαρροής, στο Σχ. 20). Στην περίπτωση αυτή 
το µεταλλικό κέλυφος θα βρίσκεται υπό τάση και εποµένως ένα άγγιγµα του οργάνου µε το 
χέρι θα προκαλέσει στον χρήστη ηλεκτροπληξία, το ρεύµα (η ενεργός τιµή) της οποίας θα είναι 
220 V/(Rδιαρ + ΣR), όπου Rδιαρροής είναι η ωµική αντίσταση της διαρροής, ενώ το άθροισµα ΣR 
είναι η συνολική αντίσταση στη διαδροµή: χέρι-πόδια-υποδήµατα-δάπεδο-Γη. Βλέπουµε ότι ο 
προορισµός της γείωσης είναι να αποτραπούν καταστάσεις όπου το µεταλλικό κέλυφος της 
συσκευής βρίσκεται υπό εναλλασσόµενη τάση ως προς τη Γη. 
        Ωστόσο πιο επικίνδυνη είναι η κατάσταση όταν, και πάλι, κατά παράβαση των κανόνων 
ασφαλείας, το µεταλλικό κέλυφος δεν είναι γειωµένο, υπάρχει διαρροή ρεύµατος από τη 
«φάση» προς το µεταλλικό κέλυφος, ο χρήστης µε το ένα χέρι αγγίζει το µεταλλικό κέλυφος, 
ενώ µε το άλλο, κάποιο καλά γειωµένο αντικείµενο του κτιρίου, όπως, για παράδειγµα, είναι οι 
σωληνώσεις ύδρευσης, θέρµανσης, µπαταρίες θέρµανσης, βρύση, υγρός τοίχος, σκυρόδερµα 
του µπετόν κ.λπ. Εδώ ουσιαστικά ο χρήστης µε το ένα χέρι αγγίζει το γειωµένο ενεργό 
καλώδιο, ενώ µε το άλλο, µέσω της αντίστασης διαρροής, αγγίζει το ενεργό καλώδιο της 
«φάσης». Η επικινδυνότητα αυτής της κατάστασης σχετίζεται µε το γεγονός ότι η αντίσταση  
χέρι-χέρι είναι πολύ µικρότερη από την αντίσταση που εξετάσαµε στο προηγούµενο 
παράδειγµα, δηλαδή την αντίσταση χέρι-πόδια-υποδήµατα-δάπεδο-Γη. 
        Ο κίνδυνος της ηλεκτροπληξίας αίρεται όταν το µεταλλικό κέλυφος είναι γειωµένο και 
εποµένως το δυναµικό του είναι πάντα όσο και το δυναµικό της Γης. Αλλά ακόµη και όταν η 
διαρροή είναι µεγάλη (το ρελέ προστασίας δεν επιτρέπει διαρροή πάνω από 30 mA), το 
δυναµικό (είναι εναλλασσόµενο) του κελύφους λίγο θα αυξηθεί, αλλά η αύξηση αυτή δεν θα 
υπερβαίνει τα µερικά βολτ. Η µικρή αυτή ακίνδυνη τάση δηµιουργείται από το ρεύµα διαρροής 
λόγω πτώσης τάσης στο καλώδιο της γείωσης, όταν το µήκος του είναι µεγάλο.  
 
6.  Προορισµός του ρελέ προστασίας  
 

Το ρελέ προστασίας βρίσκεται συνήθως στον πίνακα τροφοδοσίας του Εργαστηρίου ή της 
οικίας και προστατεύει τον χρήστη από όλες τις ηλεκτρικές συσκευές και επιστηµονικά όργανα 
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που βρίσκονται στο Εργαστήριο. Στο Σχ. 13, η συσκευή τροφοδοτείται από το δίκτυο της ∆ΕΗ 
µέσω του ρέλε, όταν οι επαφές του είναι κλειστές. 
        Στα εργαστήρια και ιδιωτικές κατοικίες, η ηλεκτρικές συσκευές και τα διάφορα µετρητικά 
και επιστηµονικά όργανα τροφοδοτούνται από το δίκτυο της ∆ΕΗ πάντα µέσω του ρελέ 
προστασίας, η αποστολή του οποίου είναι να διακόψει τη σύνδεση του οργάνου µε το δίκτυο 
της ∆ΕΗ, όταν σηµειωθεί διαρροή ρεύµατος από τη «φάση» προς το µεταλλικό κέλυφος, αλλά 
υπό τον όρο ότι η συνολική διαρροή υπερβαίνει τα 10 ή 30 mA, ανάλογα µε τον τύπο του ρελέ.  
        Υπάρχουν πολλοί τύποι ρελέ προστασίας. Στο διαφορικό ρελέ που βλέπουµε Σχ. 13, 
γίνεται σύγκριση των ρευµάτων στα δύο ενεργά καλώδια, δηλαδή των Ι1 και Ι2. Όταν η 
µόνωση των καλωδίων είναι καλή και εποµένως η διαρροή είναι µηδέν, ισχύει  
 

Ι1 = Ι2, 
 

οι επαφές είναι κλειστές και το ρελέ τροφοδοτεί το Εργαστήριο µε 220 V. Το ρελέ 
ενεργοποιείται όταν Ι1 > Ι2 και, επιπλέον,  
 

Ι1 ≥ Ι2 + 30 mA. 
 

Η συνθήκη αυτή δηµιουργείται όταν εµφανίζεται διαρροή ρεύµατος από τη «φάση» προς το 
γειωµένο µεταλλικό κέλυφος κάποιου οργάνου του εργαστηρίου. Όταν η συνολική διαρροή 
υπερβαίνει τα 30 mA, «πέφτει το ρελέ», δηλαδή ο διακόπτης του ρελέ από τη θέση «άνω» 
µετακινείται στη θέση «κάτω», µε επακόλουθο να ανοίξουν οι επαφές του ρελέ. Εποµένως, η 
διαρροή των 30 mA ενεργοποιεί το ρελέ και αυτός ανοίγει της επαφές. Από τη στιγµή αυτή το 
Εργαστήριο παύει να τροφοδοτείται µε 220 V. Το ρελέ επαναφέρεται στην αρχική κατάσταση 
µόνο µετά την εξάλειψη της διαρροής, «σηκώνοντας» το σχετικό διακόπτη στον πίνακα 
τροφοδοσίας του Εργαστηρίου. Όπως βλέπουµε, µεταξύ άλλων, η «πτώση του ρελέ» µας 
πληροφορεί ότι στην αίθουσα του εργαστηρίου, σε κάποιο ή κάποια όργανα υπάρχει διαρροή 
ρεύµατος από τη «φάση» προς το µεταλλικό κέλυφος και ότι η τιµή της συνολικής διαρροής 
υπερβαίνει τα 30 mA.  
        Το ρελέ προστασίας ενεργοποιείται ακόµη και όταν Ι1 < Ι2, δηλαδή όταν η διαρροή προς 
το κέλυφος γίνεται από «τον ουδέτερο», ιδιότητα που είναι πολύ χρήσιµη για την προστασία 
και του ηλεκτρολόγου.  
 
7.  Επικίνδυνες πηγές τάσης και επικίνδυνες καταστάσεις 
 

Όλες οι ηλεκτροπληξίες µε τάσεις άνω των 30 V θεωρούνται επικίνδυνες. Πλην όµως, η 
επικινδυνότητα της ηλεκτροπληξίας µε 40 V διαφέρει σαφώς από αυτή µε 300 V. Γενικότερα, 
ακίνδυνες θεωρούνται οι πηγές τάσης που διαθέτουν περιοριστή ρεύµατος (current limiter), 
ρυθµισµένο στα 5 mA ή σε µικρότερη τιµή όπου οι πειραµατικές συνθήκες το επιτρέπουν. Ο 
περιοριστής ρεύµατος (current limiter) είναι µία ειδική ηλεκτρονική µονάδα εντός του 
τροφοδοτικού, ο οποίος αυτόµατα και ακαριαία µηδενίζει την τάση της πηγής όταν το ρεύµα 
κατανάλωσης πλησιάζει µία προκαθορισµένη τιµή (5 mA). Για παράδειγµα, στην Άσκηση 10, 
«Μελέτη του πυκνωτή κ.λπ.», στο τροφοδοτικό συνεχούς τάσης 200 V, ο περιοριστής ρεύµατος 
είναι ρυθµισµένος στο 0,1 mA.  
        Τονίζουµε ιδιαίτερα, ότι στα τροφοδοτικά που δε διαθέτουν περιοριστή ρεύµατος, τίποτα 
δεν µας προστατεύει όταν µε τα δύο χέρια αγγίζουµε τους δύο πόλους του τροφοδοτικού.  
         Ιδιαίτερα επικίνδυνα είναι τα τροφοδοτικά που παράγουν τάσεις άνω των 100 V και δε 
διαθέτουν περιοριστή ρεύµατος. Το ρελέ προστασίας και η γείωση του τροφοδοτικού 
προστατεύουν τον ερευνητή µόνο από την τάση της ∆ΕΗ. Τα µέσα αυτά δεν τον προστατεύουν 
από τις δευτερεύοντες τάσεις που παράγουν τα τροφοδοτικά. Για να βεβαιωθούµε, αρκεί να 
εξετάσουµε την επικινδυνότητα δύο περιπτώσεων ηλεκτροπληξίας από ένα τροφοδοτικό των 
+300 V (Άσκηση 14, Μέτρηση του λόγου e/m), που παρουσιάζονται στα Σχ. 21 και 22.  
        Στην περίπτωση Α (Σχ. 21), ακίνδυνος είναι ο πόλος ο αρνητικός, που είναι γειωµένος, 
ενώ επικίνδυνος είναι ο θετικός. Έστω, ότι κατά λάθος ο χρήστης αγγίζει µε το ένα χέρι το  
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Σχήµα 21.  Σχετικά «ακίνδυνη» ηλεκτροπληξία τύπου χέρι-πόδια, σε τροφοδοτικό µε έναν πόλο γειωµένο. 

 
 

θετικό πόλο του τροφοδοτικού. Εδώ το ρεύµα ηλεκτροπληξίας εξαρτάται από τα 300 V, αλλά 
και από τη συνολική ωµική αντίσταση του κυκλώµατος στη διαδροµή: χέρι-πόδια-υποδήµατα-
δάπεδο-Γη. Η αντίσταση αυτή είναι συνήθως µεγάλη.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 22.  Επικίνδυνη ηλεκτροπληξία τύπου χέρι-χέρι σε τροφοδοτικό µε έναν πόλο γειωµένο. 
 
 

        Πολύ επικίνδυνη είναι η κατάσταση Β (Σχ. 22), όπου το δεύτερο χέρι αγγίζει το µεταλλικό 
κέλυφος του οργάνου ή κάποιου καλά γειωµένου αντικειµένου της κτιριακής εγκατάστασης.  
        Στο Σχ. 22, µέσω γείωσης, το δεύτερο χέρι ουσιαστικά αγγίζει τον αρνητικό πόλο της 
πηγής. Εδώ το ρεύµα ηλεκτροπληξίας είναι πολύ µεγαλύτερο, καθώς εξαρτάται κυρίως από 
την αντίσταση χέρι-χέρι, που είναι πολύ µικρότερη απ’ ότι στην περίπτωση Α. Εδώ η µόνη 
προστασία προέρχεται από τον περιοριστή ρεύµατος (current limiter), εάν υπάρχει, ο οποίος 
αυτόµατα και ακαριαία µειώνει την τάση της πηγής, όταν το ρεύµα τείνει να πλησιάσει µία 
ορισµένη τιµή. Η απουσία του περιοριστή κάνει την κατάσταση Β πολύ επικίνδυνη και, 
εποµένως, πρέπει µε κάθε τρόπο να αποτρέπεται έστω µε παθητικά µέσα ή µε χρήση ειδικά 
προστατευµένων καλωδίων συναρµολόγησης κ.λπ. 
 
8.  Λειτουργία του τροφοδοτικού σε κατάσταση Flouting mode 
 

Σε µερικά τροφοδοτικά, παρότι το µεταλλικό κέλυφος είναι πάντα γειωµένο, κανένας από τους 

δύο πόλους της τάσης εξόδου δεν είναι γειωµένος. Συνήθως, στα τροφοδοτικά αυτά ο ένας από 
τους δύο πόλους γειώνεται, όταν η τροφοδοτούµενη συσκευή για κάποιο λόγο πρέπει 
οπωσδήποτε να είναι γειωµένη. Έτσι, ποιος από τους δύο πόλους θα γειωθεί αποφασίζει ο 
ερευνητής, ανάλογα µε το αν επιθυµεί πηγή θετικής ή πηγή αρνητικής τάσης. 
        Τονίζουµε ακόµη µία φορά, ότι στα τροφοδοτικά που δε διαθέτουν current limiter, τίποτα 

δεν µας προστατεύει όταν µε τα δύο µας χέρια αγγίζουµε τους δύο πόλους του τροφοδοτικού. Η 
κατάσταση διαφοροποιείται όταν µε το ένα χέρι αγγίζουµε το µεταλλικό κέλυφος του οργάνου,  
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ενώ µε το άλλο, τον έναν από τους δύο πόλους του τροφοδοτικού. Όταν ο ένας πόλος είναι 
γειωµένος, αυτό θα προκαλέσει επικίνδυνη ηλεκτροπληξία όταν αγγίζουµε τον µη γειωµένο 
πόλο (κατάσταση Β, Σχ. 22). Όταν όµως οι δύο πόλοι «είναι στον αέρα», δηλαδή το 
τροφοδοτικό λειτουργεί σε κατάσταση Flouting mode, η ηλεκτροπληξία που θα υποστούµε θα 
είναι σχεδόν ακίνδυνη! 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 23.  Σχετικά «ακίνδυνη» ηλεκτροπληξία τύπου χέρι-χέρι σε τροφοδοτικό 

που λειτουργεί σε κατάσταση Flouting mode. 

 
 

        Το τροφοδοτικό µπορεί (πρέπει) να λειτουργεί σε κατάσταση Flouting mode όταν στην 
ηλεκτρονική συσκευή που τροφοδοτείται κανένας από τους δύο πόλους δεν είναι γειωµένος, 
δηλαδή και η συσκευή λειτουργεί σε κατάσταση Flouting mode ή απουσιάζει σε αυτή το 
µεταλλικό κέλυφος κ.ο.κ. Είναι άξιο προσοχής το γεγονός, ότι η κατάσταση αυτή είναι πιο 

ασφαλής!  
        Πρέπει να σηµειώσουµε ότι σε λειτουργία Flouting mode κανένας από τους δύο πώλους 
δεν είναι απολύτως ακίνδυνος, όπως είναι ο γειωµένος πόλος στα κοινά τροφοδοτικά. Πλην 
όµως, η λειτουργία Flouting mode είναι προτιµότερη καθώς στα τροφοδοτικά αυτά µεριµνάτε 
για την ασφαλή και καλή µόνωση των δύο πόλων από το µεταλλικό κέλυφος του 
τροφοδοτικού, που είναι συνήθως γειωµένο. 
        Αν η ηλεκτροπληξία που βλέπουµε στο Σχ. 22 είναι επικίνδυνη, σε κατάσταση Flouting 

mode (Σχ. 23), σε περίπτωση ηλεκτροπληξίας µε δύο χέρια, το ρεύµα ηλεκτροπληξίας θα 
µειωθεί σε µεγάλο βαθµό από τη µεγάλη αντίσταση της µόνωσης Rµ,, η οποία είναι της τάξης 

107-1010 Ω.  
        Εδώ το συνολικό ρεύµα ηλεκτροπληξίας θα διακλαδωθεί σε δύο διαδροµές, 
ακολουθώντας δύο ξεχωριστά κλειστά κυκλώµατα. Στο πρώτο κύκλωµα το ρεύµα ακολουθεί 
τη διαδροµή: θετικός πόλος-χέρι-χέρι-Γη-µόνωση αρνητικού πόλου-αρνητικός πόλος της 
πηγής. 
        Στο δεύτερο κύκλωµα το ρεύµα ακολουθεί τη διαδροµή: χέρι-πόδια-δάπεδο-Γη-µόνωση 
αρνητικού πόλου-αρνητικός πόλος του τροφοδοτικού. Βλέπουµε, ότι στα δύο κυκλώµατα 
προστίθεται η αντίσταση µόνωσης του αρνητικού πόλου Rµ, όπως αυτή εκδηλώνεται ως προς  
το µεταλλικό κέλυφος του τροφοδοτικού. Το γεγονός αυτό προκαλεί µεγάλη µείωση του 
ρεύµατος ηλεκτροπληξίας, στο βαθµό που αυτό συγκρίνεται µε την περίπτωση όπου ο 
αρνητικός πόλος του τροφοδοτικού είναι γειωµένος (περίπτωση Β, Σχ. 22). Συµπερασµατικά 
µπορούµε να πούµε, ότι αυτό που µας προστατεύει σε αυτήν την ηλεκτροπληξία είναι η 
µεγάλη τιµή της αντίστασης µόνωσης Rµ. Εδώ, το «χτύπηµα» που αισθάνεται κανείς στην 
πρώτη στιγµή οφείλεται στην εκφόρτωση του παρασιτικού πυκνωτή που δρα παράλληλα µε 
την αντίσταση Rµ και είναι της τάξης µερικών εκατοντάδων pF.  
        Σε κατάσταση Flouting mode, περίπου ίδιας έντασης ηλεκτροπληξία θα υποστούµε εάν, 
κατά λάθος, αγγίξουµε τον αρνητικό πόλο της πηγής, ενώ το άλλο χέρι θα αγγίζει το µεταλλικό 
κέλυφος του οργάνου ή κάποιου γειωµένου αντικείµενου της κτιριακής εγκατάστασης. Και 
στην περίπτωση αυτή, από την ηλεκτροπληξία θα µας προστατεύσει η µεγάλη αντίσταση 
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µόνωσης (Rµ) του θετικού πόλου, όπως αυτή εκδηλώνεται ως προς το µεταλλικό κέλυφος του 
τροφοδοτικού.  
        Ωστόσο και σε κατάσταση Flouting mode, αν το τροφοδοτικό δε διαθέτει περιοριστή 
ρεύµατος, τίποτα δεν µας προστατεύει όταν µε τα δύο χέρια αγγίζουµε τους δύο πόλους του 
τροφοδοτικού. Το άγγιγµα αυτό είναι επικίνδυνο για τη ζωή, όταν το τροφοδοτικό παράγει 
τάσεις άνω των 30 V και, πολύ επικίνδυνη, όταν η παραγόµενη τάση είναι άνω των 100 V.  
 
9.  Ασφαλείς πηγές υψηλής τάσης 
 

Σε πειράµατα όπου χρησιµοποιούνται τάσεις άνω των 1000 V (π.χ. 5 kV στις ασκήσεις 
Περίθλαση ηλεκτρονίων, Κβαντοµηχανικό φαινόµενο σήραγγας, Φαινόµενο Κερ κ.λπ.), πιο 
ασφαλή είναι τα τροφοδοτικά που λειτουργούν µε ταλαντωτές, σε συχνότητες της τάξης 100 
kHz, µε µεγάλο (100) πολλαπλασιασµού της εναλλασσόµενης τάσης, η οποία στη συνέχεια 
ανορθώνεται και εξοµαλύνεται µε πυκνωτές. Συνήθως, ο ταλαντωτής λειτουργεί σε συχνότητα 
συντονισµού του δευτερεύοντος τυλίγµατος ενός µετασχηµατιστή, ο οποίος µε την παρασιτική 
χωρητικότητα δηµιουργεί ένα παράλληλο κύκλωµα LC. Τα τροφοδοτικά αυτά λειτουργούν ως 
πηγή τάσης µε µικρή εσωτερική αντίσταση µόνο όταν το ρεύµα κατανάλωσης δεν υπερβαίνει 
τα 3 mA (Σχ. 24).  
        Σκόπιµα, για λόγους ασφαλείας, όταν η κατανάλωση ρεύµατος υπερβαίνει τα 3 mA, η 
λειτουργία του τροφοδοτικού αρχίζει να γίνεται προβληµατική, καθώς η έξοδος εµφανίζει µία 
µεγάλη εσωτερική αντίσταση, της τάξης 2 ΜΩ (∆U/∆Ι = 2×106 Ω). Στα 5 mA κατανάλωσης ο 
ταλαντωτής παύει τη λειτουργία του. Με τον τρόπο αυτό όλο το σύστηµα λειτουργεί και ως 
περιοριστής ρεύµατος στα 5 mA.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 24.  Σχετικά «ασφαλής» πηγή υψηλής τάσης µε ταλαντωτή στα 100 kHz, 
 

d.c, Ι ≤ 3 mA,   Ιmax = 5 mA. 
 
 

        Επιπλέον, στα τροφοδοτικά µε ταλαντωτές η χωρητικότητα των πυκνωτών εξοµάλυνσης 
της ανορθωµένης τάσης είναι της τάξης 1 nF, δηλαδή είναι µικρότερη 104-105 φορές από ότι 
στα συστήµατα που εξοµαλύνουν την ανορθωµένη τάση στα 50 Hz. Από τη σκοπιά ασφαλείας, 
η µικρή χωρητικότητα των πυκνωτών εξοµάλυνσης είναι προτιµότερη και συνιστά µεγάλο 
πλεονέκτηµα αυτών των τροφοδοτικών. Το πόσο χρήσιµη είναι η µικρή χωρητικότητα θα 
δούµε στο παράδειγµα που ακολουθεί. 
        Έστω, ότι η πηγή παράγει τάση 5000 V και ότι ο σπουδαστής άθελα αγγίζει τους δύο 
πόλους µε τα χέρια, η αντίσταση των οπίων είναι περίπου 250 kΩ (Σχ. 24). 
        Τη χρονική στιγµή t = 0, το ρεύµα ηλεκτροπληξίας είναι  
 

Ι0 = (5000 V)/(250×103 Ω) = 2×10-2 A    ή    20 mA, 
 

το οποίο αντλείται κυρίως από τους πυκνωτές εξοµάλυνσης (στο Σχ. 14, Cσειράς = 0,5 nF) και 
µειώνεται εκθετικά µε σταθερά χρόνου  
 

τ = RC = (2,5x105 Ω)×(0,5x10-9 F) = 125×10-6 s = 125 µs. 
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Πρακτικά, σχεδόν αµέσως, δηλαδή σε χρόνο περίπου 20-40 περιόδων, ο ταλαντωτής θα τεθεί 
εκτός λειτουργίας, καθώς για να διατηρηθεί η τάση στους πυκνωτές στα αρχικά επίπεδα, οι 
ανορθώτριες δίοδοι πρέπει να τους τροφοδοτούν µε ρεύµατα πολύ µεγαλύτερα από 5 mA, τα 
οποία στο πρωτεύον τύλιγµα του µετασχηµατιστή είναι εκατό φορές µεγαλύτερα και τα 
τρανζίστορ του ταλαντωτή αδυνατούν (σκόπιµα) να ανταπεξέλθουν στις τιµές αυτές. 
Βλέπουµε, ότι µεταξύ άλλων, αυτό που κάνει την ηλεκτροπληξία αυτή σχετικά ακίνδυνη είναι 
η µικρή χωρητικότητα των πυκνωτών εξοµαλύνσεις, καθώς εδώ το «χτύπηµα» των 20 mA 
διαρκεί µόνο  

3τ = 3RC = 3×125 µs = 375 µs. 
 
10.  Παθητικά µέσα προστασίας 
 

Όπως αναφέραµε προηγουµένως, ο περιοριστής ρεύµατος είναι µία ειδική ηλεκτρονική µονάδα 
µέσα στο τροφοδοτικό, που «παρακολουθεί» το ρεύµα κατανάλωσης και «ρίχνει» την τάση 
όταν το ρεύµα πλησιάζει µία ορισµένη τιµή. Ωστόσο τον περιοριστή αυτόν δεν τον διαθέτουν 
όλα τα τροφοδοτικά.  
        Όταν γίνεται χρήση τροφοδοτικών δίχως περιοριστή, σε πειραµατικές διατάξεις όπου η 
κατανάλωση του ρεύµατος είναι πολύ µικρή ή σχεδόν µηδενική, καλή προστασία από τα 
µεγάλα ρεύµατα ηλεκτροπληξίας προσφέρουν και τα παθητικά µέσα προστασίας. Στην 
απλούστερη µορφή το µέσο αυτό είναι µία ωµική αντίσταση µεγάλης τιµής.  
        Για παράδειγµα, η µελέτη του πυκνωτή (µεταλλικοί δίσκοι µε διάµετρο 20 cm, Άσκηση 
10, Ε.Μ.Π.), µπορεί να γίνει σύµφωνα µε το σχεδιάγραµµα που δίνεται στο Σχ.25α, όπου στην 
πρώτη φάση ο πυκνωτής φορτίζεται στα 200 V και, στη συνέχεια, µε τη βοήθεια ενός 
µεταγωγού, ο πυκνωτής εκφορτίζεται µέσω ενός γειωµένου µετρητή φορτίου. Το τελευταίο 

επιβάλει γείωση και του αρνητικού πόλου της πηγής.  
        Παρά τη γείωση, η διάταξη αυτή είναι επικίνδυνη για τους σπουδαστές εάν η πηγή των 
200 V δεν έχει περιοριστή ρεύµατος (στην Άσκηση 10, το limit είναι στα 0,1 mA). 
Σηµειώνουµε, ότι τέτοια πηγή πρέπει να αποµακρύνεται από τα εκπαιδευτικά εργαστήρια.  
        Αλλά αν για κάποιον λόγο λείπει ο περιοριστής, ενώ η αντικατάσταση της πηγής είναι 
αδύνατη, ικανοποιητική προστασία από την ηλεκτροπληξία µπορεί να προσφέρει και µία απλή 
ωµική αντίσταση των 10 ΜΩ, (Σχ. 25β), η οποία περιορίζει ένα ενδεχόµενο ρεύµα 
ηλεκτροπληξίας σε επίπεδα 
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Σχήµα 25. Παθητικά µέσα προστασίας µε χρήση µεγάλης ωµικής αντίστασης. 
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που είναι ακίνδυνα, όταν, για παράδειγµα, ο σπουδαστής µε το ένα χέρι αγγίζει τη Γη ή κάποιο 
γειωµένο αντικείµενο, ενώ µε το άλλο χέρι αγγίζει τα σηµεία του κυκλώµατος που βρίσκονται 
µετά την αντίσταση προστασίας, δηλαδή  
• στο δεξί άκρο της αντίστασης προστασίας  
• στον µεταγωγό  
• στον «πάνω» δίσκο του πυκνωτή (ο «κάτω» είναι γειωµένος)  
• στην είσοδο του µετρητή φορτίου κ.λπ.  
 

Τονίζουµε ότι τα µέρη του κυκλώµατος που βρίσκονται πριν από την αντίσταση προστασίας, 
δίχως τον περιοριστή παραµένουν επικίνδυνα. Συνεπώς, στο τροφοδοτικό που δε διαθέτει 
περιοριστή ρεύµατος πρέπει µε κάθε τρόπο να αποτρέπεται η προσπέλαση στα σηµεία αυτά. 
        Ως προς την ακρίβεια του πειράµατος, η παρουσία της αντίστασης προστασίας δεν 
επιφέρει κάποια αξιόλογή µεταβολή του ηλεκτρικού φορτίου που συσσωρεύει ο πυκνωτής. Ο 
πυκνωτής, σε χρόνο τ = 3RC, που είναι περίπου 3×(107 Ω)×(10-10 F) = 3×10-3 s, θα φορτιστεί 
στα 200 V, ωστόσο υπό τον όρο ότι η αντίσταση διαρροής του πυκνωτή και των καλωδίων  
συνδεσµολογίας είναι εκατοντάδες ή χιλιάδες φορές µεγαλύτερη από τα 10 ΜΩ της 
αντίστασης προστασίας. Συνήθως ο όρος αυτός τηρείται.  
Σηµείωση. Ο παραπάνω όρος δεν τηρείται όταν η επιφάνεια του µεταγωγέα (είναι από 
πλεξιγκλάς) αποκτά µικρή ηλεκτρική αγωγιµότητα, δηλαδή όταν η θερµοκρασία του 
εργαστηρίου είναι χαµηλή, η σχετική υγρασία µεγάλη και η επιφάνεια του πλεξιγκλάς είναι 
καλυµµένη µε λεπτό στρώµα σκόνης (Χειµώνας ή βροχερός καιρός). Ίδια προβλήµατα 
επιφανειακής αγωγιµότητας παρατηρούνται και στην Άσκηση Κβαντοµηχανικό φαινόµενο 
σήραγγας (Ε.Μ.Π.), η οποία µερικές φορές είναι τόσο µεγάλη που κάνει αδύνατη τη διεξαγωγή 
της Άσκησης! 
        Αυτό που πρέπει να προσέξει κανείς εδώ είναι η ακριβής αλλά και ασφαλής µέτρηση της 
τάσης της πηγής. Για να γίνει η µέτρηση της τάσης σωστά, ο µετρητής τάσης πρέπει να 
συνδέεται πριν από την αντίσταση προστασίας. Σε αντίθετη περίπτωση η ένδειξη του µετρητή 
θα είναι έντονα αλλοιωµένη (50 % της πραγµατικής!), καθώς η αντίσταση προστασίας και η 
εσωτερική αντίσταση του µετρητή (συνήθως 10 ΜΩ) δηµιουργούν έναν ανεπιθύµητο διαιρέτη 
τάσης. Σηµειώνουµε, ότι το σηµείο αυτό είναι επικίνδυνο και εποµένως είναι προτιµότερο η 
µετρητής τάσης να είναι ενσωµατωµένος στο τροφοδοτικό και µόνιµα (εσωτερικά) 
συνδεδεµένος µε την έξοδο της πηγής.  
        Όταν οι εκπαιδευτικοί λόγοι επιβάλλουν τη σύνδεση ενός µετρητή τάσης, τότε η 
συναρµολόγηση του κυκλώµατος πρέπει να γίνεται µε κλειστό το τροφοδοτικό και µε ειδικά 
καλώδια συνδεσµολογίας, τα λεγόµενα «ασφαλή», στα οποία τα δύο µεταλλικά άκρα είναι 

καλυµµένα πάντα µε µετακινούµενους κυλίνδρους (µονωτικές «φούστες») από κάποιο ασφαλές 
και καλό µονωτικό υλικό. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


